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Resumo: A proposta deste artigo é analisar a aplicação de um gráfico de somas acumuladas 
(CUSUM) binomial no monitoramento da presença de coliformes totais, um indicador biológico para 
verificar a qualidade da água de abastecimento em um processo de tratamento de água. A série 
analisada é proveniente de uma estação de tratamento de água e corresponde ao período de 2007 a 
2009, com frequência mensal. O tratamento estatístico dos dados foi realizado no GNU R, com 
desenvolvimento de rotinas para aproximar o limite superior do gráfico CUSUM binomial. Além disso, 
foi realizado um estudo comparativo para investigar se existe diferença significativa quanto à 
sensibilidade existente entre a aplicação do referido gráfico e o tradicional gráfico do tipo Shewhart, 
geralmente aplicado  em monitoramento de processos. Os resultados demonstraram que este estudo 
foi fundamental para definir a melhor opção entre os gráficos para a análise estatística deste 
processo. 
 
Palavras-chave: Controle estatístico de processos. CUSUM binomial. Coliformes Totais.  
 
Abstract: The aim of this study is to analyze the use of a binomial cumulative sum chart (CUSUM) to 
monitor the presence of total coliforms, biological indicators of quality of water supplies in water 
treatment processes. The sample series were monthly taken from a water treatment plant and were 
analyzed from 2007 to 2009. The statistical treatment of the data was performed using GNU R, and 
routines were created for the approximation of the upper limit of the binomial CUSUM chart. 
Furthermore, a comparative study was conducted to investigate whether there is a significant 
difference in sensitivity between the use of CUSUM and the traditional Shewhart chart, the most 
commonly used chart in process monitoring. The results obtained demonstrate that this study was 
essential for making the right choice in selecting a chart for the statistical analysis of this process. 
 
Keywords: Statistical process control. Binomial CUSUM. Total coliforms. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

O abastecimento de água, no que tange à quantidade e qualidade tem sido 

preocupação crescente, em função da escassez deste recurso e da deterioração da 

qualidade dos mananciais. A qualidade da água, desde o manancial, tem sido 

comprometida pelo lançamento de efluentes e resíduos, o que exige investimento 

nas estações de tratamento e alterações na dosagem de produtos para garantir a 

qualidade da água fornecida (BRASIL, 2006). 

A água contém diversos componentes, provenientes do próprio ambiente 

natural ou que a ela são incorporados por meio de atividades humanas. A partir de 

suas características físicas, químicas e biológicas, é possível avaliar sua qualidade. 

Estas constituem impurezas quando as referidas características alcançam valores 

superiores aos estabelecidos por legislação, para determinado uso  (UFV, 2011). 

Para garantir a qualidade da água de abastecimento, além de atender os 

limites de especificação, também é importante avaliar a variabilidade da presença de 

coliformes totais. Como a qualidade é inversamente proporcional à variabilidade, sua 

contínua melhoria implica em sua redução. Pelo fato de variabilidade somente poder 

ser expressa estatisticamente, gráficos de controle estatístico de processos 

assumem importante papel para avaliar a melhoria da qualidade (SMETI et al., 

2007).  

O principal objetivo do controle estatístico de um processo é eliminar a 

variabilidade e, nesta situação, os gráficos de controle são ferramentas eficientes 

que permitem a redução sistemática dessa variabilidade nas variáveis monitoradas 

(ALVES, 2003). Não há muito tempo, o paradigma tradicional no  uso dos gráficos 

de controle eram os processos industriais mas, atualmente  essa ferramenta atingiu  

outras áreas (SAMOHYL, 2009); entre elas, o monitoramento dos parâmetros da 

água (SMETI et al., 2007; SMETI; KORONAKIS; GOLFINOPOULOS, 2007; 

AIZENCHTADT; INGMAN; FRIEDLER, 2008; ZHOU et al., 2008; MESNIL; 

PETITGAS, 2009). 

Entre os gráficos de controle estatístico, o mais usual ainda é o tradicional 

gráfico de Shewhart, cujo sucesso é devido a sua simplicidade. Pelo fato de, no 
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referido gráfico, as observações serem analisadas separadamente, é difícil detectar, 

nos dados, padrões cíclicos ou tendenciosos, o que é refletido na  sua fraca 

sensibilidade cuja regra de decisão está fundamentada apenas na análise do último 

ponto considerado;  ou seja,  no caso de ele estar  além dos limites de controle do 

gráfico, é necessário  intervir no processo (ALVES, 2003). Este fato também 

constitui grande desvantagem, pelo fato de ignorar qualquer informação anterior, 

dada pela sequência anterior de pontos. Isto torna o gráfico de Shewhart 

relativamente insensível a pequenas mudanças no processo, da ordem de 1,5 erro 

padrão ou menos (MONTGOMERY, 2008).   

Uma alternativa para solucionar ou minimizar este problema é o gráfico de 

controle de somas acumuladas (CUSUM), indicado para a detecção de pequenas e 

persistentes mudanças na característica da qualidade monitorada em determinado 

processo. Este gráfico incorpora,  diretamente, toda a sequência de informações e 

demarca as somas acumuladas dos desvios em relação ao valor-alvo (ALVES; 

SAMOHYL, 2004; SOUZA, DOMINGOS FILHO, SAMOHYL, 2007). A decisão a 

respeito do estado do controle estatístico do processo é baseada na informação 

acumulada das diversas amostras anteriores, o que torna possível sinalizar, com 

maior rapidez, os pequenos desajustes, bem como identificar, no tempo, o momento 

em que ocorre mudança no processo.  

Gráficos CUSUM para dados discretos, ou atributos, vão de encontro ao 

enfoque filosófico propagado pela teoria da Gestão da Qualidade: “fazer certo na 

primeira vez”. Por suas próprias características, o gráfico CUSUM sinaliza quando 

acontece mudança no processo, além de permitir a indicação de não conformidade 

(LUCAS, 1985). 

Iniciando com Page (1954), existem alguns trabalhos que abrangem  gráficos 

CUSUM para atributos: Lucas (1985, 1989), Gan (1993), Hawkins e Olwell (1998), 

Bourke (2001), entre outros. Um gráfico CUSUM para atributos (variáveis discretas) 

tem os mesmos conceitos que um CUSUM para variáveis mensuráveis. Algumas 

particularidades (valor nominal e parâmetros) são decorrentes das distribuições 

subjacentes à variável de interesse. Deste modo, os gráficos são caracterizados em 

função da distribuição da variável, sendo os mais comuns: o CUSUM de Poisson: 
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para os casos de variáveis com distribuição de Poisson (não conformidades, 

contagens em um intervalo de tempo); e CUSUM binomial: para os casos de 

variáveis com distribuição binomial (itens não conformes, proporções). 

Embora o gráfico CUSUM seja mais efetivo que o gráfico de Shewhart para 

pequenas e moderadas alterações na proporção, o gráfico de controle np (ou seu 

equivalente p) do tipo Shewhart ainda é utilizado com maior frequência no 

monitoramento de atributos (WU; LUO, 2003). O projeto de um gráfico CUSUM não 

é trivial, ou seja, seu uso  e interpretação comparados ao projeto de um gráfico de 

Shewhart são mais trabalhosos (LUCAS, 1985; WU; JIAO; LIU, 2008). Gráficos de 

controle de soma acumulada são mais comuns para controle de variáveis 

(contínuas)  que de  atributos. Infelizmente, mesmo para variáveis mensuráveis, o 

gráfico CUSUM ainda está ausente na maioria dos processos, inclusive nos 

processos industriais (SAMOHYL, 2009).  

Para Albers (2011) em virtude dos contínuos esforços para melhorar os 

padrões de produção, tem sido mais frequente a ocorrência de processos de alta 

qualidade. Lucas, Darwin e Saniga (2006) referem que os tradicionais gráficos p, np 

e c de Shewhart podem não ser efetivos quando a proporção p for muito pequena. 

Também de acordo com Albers (2011), na área da saúde são bastante comuns 

pequenas frações ou itens não conformes. Falhas em equipamentos, recidivas de 

algumas doenças e erros em procedimentos cirurgicos, são exemplos de situações 

de rara ocorrência e devem ser  evitadas tanto quanto possível. Em tais situações o 

uso do gráfico de controle para atributos é fortemente recomendado (SONESSON; 

BOCK, 2003; WOODALL, 2006; THOR et al., 2007; ALBERS, 2011).  

Neste sentido, o monitoramento ambiental também implica em controle mais 

rigosoro, face a sua estreita ligação com a Saúde Pública. O abastecimento de água 

– no que tange à quantidade e qualidade – é preocupação crescente, em função da 

escassez deste recurso e da deterioração da qualidade dos mananciais.  

Por esses motivos, esta pesquisa tem como objetivo principal analisar a 

aplicação de um gráfico CUSUM binomial como ferramenta para monitoramento da 

presença de coliformes totais, que constituem indicador da qualidade da água de 

abastecimento. Em nosso país, na literatura referente ao Controle Estatístico da 
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Qualidade, não é usual a aplicação de gráficos CUSUM binomiais. Foi encontrado   

apenas um registro, em que  esse gráfico é aplicado a um processo industrial e seu 

desempenho é  comparadoa um gráfico combinado Shewhart-CUSUM binomial 

(HENNING et al., 2012). 

A proposta deste trabalho é, contribuir para maior inserção deste tipo de 

gráfico – o CUSUM binomial –  tanto no desenvolvimento de pesquisas quanto  em 

aplicações práticas. No que respeita a aplicações práticas, neste documento, está  

estruturada uma sequência de passos e, também é  empregada uma abordagem 

alternativa para cálculo do limite superior. 

Esta pesquisa está estruturada da seguinte forma: a seção 2 é destinada aos 

fundamentos teóricos e gráficos de controle de Somas Acumuladas para variáveis 

discretas com distribuição binomial. A seção 3 descreve os procedimentos 

metodológicos adotados nesta pesquisa. Na seção 4, são verificadas as suposições 

de autocorrelação, estabilidade estatística e aderência à distribuição normal, além 

de ser apresentada a aplicação do gráfico CUSUM binomial no processo de 

tratamento de água. Finalmente, na seção 5, estão as conclusões e considerações 

finais.  

 

2 REFERENCIAL TEÓRICO 

 

2.1 CUSUM para variáveis discretas com distribuição binomial 

 

Conceitualmente, um gráfico CUSUM binomial examina o número de não 

conformidades acumuladas em uma sequência de amostras. Este gráfico é 

denominado np e tem como objetivo a detecção de aumentos ou reduções do 

número de não conformidades np. O referido gráfico está associado à distribuição 

binomial, em que n corresponde ao tamanho das amostras e é constante a 

probabilidade p de que um item qualquer seja classificado como não conforme 

(DAVIS, MCWILLIANS, 1995; WOODALL, 1997; HAWKINS; OLWELL, 1998; 

SANIGA; BOURKE, 2001; WU; YEO; SPEDING, 2001; KHOO, 2004; WU; LUO; 

ZHANG, 2006; WU; JIAO; LIU, 2008).  
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Neste gráfico é fácil observar, a base do conceito do gráfico CUSUM 

(SAMOHYL, 2009), resultando na soma acumulada dos desvios das observações ao 

redor da média (np) ,como ponto de referência. Assim, um gráfico CUSUM binomial 

unilateral superior pode ser aplicado para detectaraumento no valor esperado de 

itens não conformes, do valor nominal np0 (média sob controle estatístico) para np1 

(média considerada fora de controle estatístico). Então, seja uma série de amostras 

Yi com i ∈ Z+ independentes, de tamanho n, com distribuição binomial. O gráfico de 

controle CUSUM unilateral superior é obtido, plotando-se, em um gráfico, a 

estatística Ci (Equação 1), 

 

  ,kX+C=C iii 10,max                                                                                  (1) 

 

em relação a amostra Yi, onde: 

a) Ci é a estatística CUSUM com C0 = u, 0 ≤  u ≤  hi; 

b) Xi é o número de itens não conformes na amostra Yi com i = 1, 2, ...,   

c) k é uma constante denominada valor de referência do CUSUM e depende da 

magnitude da mudança que se deseja detectar;  

d) h é limite superior de controle do CUSUM. 

 

Se o processo estiver sob controle estatístico, as somas acumuladas 

definidas em (1) descreverão um percurso aleatório com média zero. Porém, se a 

média assumir algum valor acima, então uma tendência ascendente será revelada 

na soma acumulada Ci. Se Ci ultrapassa o limite superior de controle h, diz-se que o 

processo está fora de controle estatístico.  

 

2.1.1 Parâmetros de um CUSUM binomial 

 

O desenvolvimento de um gráfico CUSUM binomial depende da escolha dos 

valores de k, h e, consequentemente, do número médio de amostras até a emissão 

de um sinal, ou seja, o Average Run Length (ARL), considerado o estado inicial. 

Estes parâmetros são calculados por meio de tabelas, gráficos ou softwares. Um 
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CUSUM binomial completo envolve dois procedimentos distintos: primeiro a seleção 

de k e h para determinar um ARL, enquanto o segundo envolve avaliar quão  

rapidamente o CUSUM (sob controle estatístico) detecta mudança no parâmetro de 

interesse (HAWKINS; OLWELL, 1998). Em resumo, o desenvolvimento de um 

CUSUM binomial leva às seguintes situações: dados h e k, encontrar o ARL ou 

dados o ARL e k, encontrar h.  

Nesta pesquisa é abordada a segunda situação. Significa que  o plano é 

utilizar um gráfico CUSUM binomial para detectar uma mudança pré-especificada na 

proporção sob controle, com um valor tolerável mínimo para o ARL0 (ou taxa máxima 

de alarmes falsos). O limite superior do CUSUM é determinado para estes valores 

de k e ARL0 (GAN, 1993; HAWKINS; OLWELL, 1998). 

 

2.1.2 Valor de referência do CUSUM binomial  

 

A escolha do valor de referência k implica que o gráfico CUSUM será 

delineado para detectar uma particular magnitude desejada de mudança. 

Consideradas as variáveis discretas, o parâmetro k é determinado pela taxa de 

contagem aceitável e a taxa de contagem de não conformidades que se quer  

detectar. Neste sentido, em  um esquema CUSUM para variáveis com distribuição 

binomial, seriam a média sob controle (np0) e a média fora de controle estatístico 

(np1), respectivamente. 

 Um primeiro procedimento para a escolha dos parâmetros de um CUSUM 

binomial é baseado na aproximação à Distribuição de Poisson. Este procedimento 

foi reproduzido em livros-texto da época (KEMP, 1962; DUNCAN, 1986; BOURKE, 

2001). 

 Posteriormente, de acordo com alguns autores, o valor de referência k para o 

CUSUM binomial pode ser escolhido com uso da representação do gráfico CUSUM 

como uma sequência de testes Sequential Probability Ratio Test (SPRT) (HAWKINS, 

1992, HAWKINS; GAN, 1993 OLWELL, 1998; REYNOLDS; STOUMBOS, 1998). 

Uma primeira aproximação do valor de referência com o mesmo k do SPRT foi 

proposta por Lucas (1985) para um CUSUM com distribuição de Poisson. A escolha 
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de parâmetros ótimos para um CUSUM binomial foi estudada por Gan (1993). O 

autor demonstrou que o k do SPRT pode ser considerado o valor ótimo para o k do 

gráfico CUSUM. Assim, o cálculo do valor de referência k pode ser sumarizado por:  

 

           
)p(p))p()p((

))p()p((n
=k

1010

10

/ln1/1ln

1/1ln




,                                                     (2) 

 

Em que  p0 corresponde à proporção sob controle estatístico; p1 é a proporção fora 

de controle estatístico que se deseja detectar e n é o tamanho da amostra. A relação 

entre o valor de referência k do CUSUM e o SPRT pode ser consultada no Anexo A. 

Hawkins (1992) e Hawkins e Olwell (1998) reforçaram a ligação entre o k do 

CUSUM e do SPRT, ao desenvolverem uma expressão aplicável a distribuições 

contínuas e discretas pertencentes à família exponencial.   

O valor de k é escolhido para uma resposta ótima para mudança de uma 

magnitude específica. Isto implica que não terá o mesmo o desempenho para 

mudanças cujo tamanho se afaste substancialmente da mudança desejada. Um 

gráfico planejado para detectar mudanças em um patamar de três desvios-padrão, 

pode não ser adequado para a detecção de alterações em um desvio-padrão. Esta 

escolha vai estar diretamente relacionada à  natureza do processo que se deseja 

controlar (HAWKINS; OLWELL, 1998).  

 

2.1.3  ARL e limite superior de controle 

 

 Como exposto anteriormente, para determinar o limite superior de controle (h) 

do CUSUM,  é necessário  especificar   ARL0, ou vice-versa. A escolha do valor do 

ARL0, ou do limite superior, depende fundamentalmente do processo a ser 

analisado. Pelo fato de ser necessário escolher um deles para calcular o outro, a 

opção foi abranger toda a teoria, em conjunto. 

 Em um gráfico de controle o ARL0 indica o número médio de amostras 

coletadas até a emissão de um sinal durante o período sob controle, isto é, está 

relacionado à emissão de um alarme falso (erro tipo I), com probabilidade igual ao 
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nível de significância  desejado. Em contraponto ARL1 representa o número médio 

de amostras até a emissão de um alarme verdadeiro, ou seja, de um sinal que 

indique uma situação fora de controle, quando esta realmente ocorreu (ALVES; 

SAMOHYL, 2004). 

 A determinação das medidas de desempenho de um gráfico de controle, entre 

as quais o ARL0, é fundamental para a avaliação de sua eficiência. Um gráfico é 

mais eficiente que outro se, para um mesmo valor de ARL0, ele tiver um valor menor 

que RL1, detectando, mais rapidamente, uma alteração, quando esta realmente 

existir.  

 Há vários procedimentos na literatura para o cálculo do ARL0 e do ARL1 de 

um CUSUM binomial. Uma abordagem para determinar o ARL de um gráfico 

CUSUM para variáveis discretas é mediante cadeias de Markov. Esta abordagem foi 

originalmente proposta por Brook e Evans (1972). Permite determinar, além do ARL, 

os demais momentos e percentis da distribuição. Esse método pode ser utilizado 

para distribuições discretas, como  acurada aproximação (BROOK; EVANS, 1972; 

MORAIS, 2002) ou (considerada) exata (REYNOLDS; STOUMBOS, 2000). Algumas 

desvantagens são apontadas principalmente do ponto de vista  operacional. Este é 

um procedimento sofisticado do ponto de vista de programação e alguns detalhes 

podem resultar dificuldades na resolução. Por exemplo, quando p0 for muito 

pequeno, a matriz de transição de probabilidades da cadeia de Markov pode ser 

muito grande, resultando “grande esforço computacional” (BROOK; EVANS, 1972; 

HAWKINS, 1992; REYNOLDS; STOUMBOS, 1999). Todavia, muitos autores 

aplicam a abordagem markoviana para procedimentos CUSUM binomiais, como 

Hawkins (1992); Gan (1993); Reynolds e Stoumbos (2000); Lucas, Davis e Saniga 

(2006), além de Wu, Jiao e Liu (2008). 

 Outra abordagem para determinar o ARL é simular processos produzindo o 

CUSUM, guardar os valores de RL obtidos e, então, calcular a média deles. A coleta 

de valores de RL também pode ser obtida para derivar sua distribuição empírica. 

Quando é utilizado  este método, é gerada uma sequência de observações de uma 

distribuição pré-determinada e, então, é  calculado o valor da estatística de 

interesse, até que ela  fique fora dos limites de controle estatístico. O número médio 
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de observações necessárias até a emissão de um sinal, isto é, o valor do RL, varia 

de uma sequência para outra. A estimativa para o ARL é obtida  repetindo o 

procedimento um elevado número de vezes (10.000 ou mais). Para facilitar,  o ARL 

é determinado assumindo que as mudanças no valor médio, em relação ao valor 

pretendido, ocorrem no instante em que tem início o procedimento (ALVES, 2009).  

 Esta técnica pode ser computacionalmente trabalhosa e não produzir os 

resultados desejados no caso de processos com valores maiores de ARL 

(HAWKINS; OLWELL, 1998). Técnicas de redução da variância são sugeridas para 

melhorar a estimativa de valores de ARL por simulação (ROSS, 1990; JUN; CHOI, 

1993).  

 Para gráficos CUSUM binomiais, até o momento do desenvolvimento deste 

artigo não foram encontrados  trabalhos em que a simulação fosse aplicada para 

determinar especificamente parâmetros de desempenho. Todavia, a simulação pode 

ser  útil para checar a implementação das cadeias de Markov ou outros métodos de 

cálculo de ARL (HAWKINS; OLWELL, 1998). 

 Outra linha está baseada nas aproximações de Wald (1947) e nas extensões  

deste trabalho propostas por Siegmund (1985), Reynolds e Stoumbos (1999), e 

Henning, Samohyl e Alves (2010). O princípio desta aproximação foi substituir a 

condição de passeio aleatório da estatística de controle por um processo de 

movimento browniano contínuo, o qual somente  é válido para distribuições 

fortemente não aritméticas. Nesse sentido, a distribuição binomial não atende aos 

pressupostos básicos que devem ser considerados para a correção. Para resolver 

este problema, Reynolds e Stoumbos (1999) propuseram a padronização da variável 

Yi, –  para aproximá-la a um processo de movimento browniano – e aplicaram um 

argumento de ajuste de curvas. O limite superior h corrigido é denotado por b 

(Equação 3).  

  ,21
3

1
0phb   5,00 0  p                              (3) 

 Reynolds e Stoumbos (1999) incluiram esta correção nas aproximações de Wald 

e, posteriormente, estenderam esta teoria para determinar as medidas de 
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desempenho de um CUSUM binomial. A Equação 4 apresenta  o cálculo do ARL0 

com o limite h corrigido pela Equação 3 (REYNOLDS; STOUMBOS, 2001). 

 

 
 

 



























 2

2

1

1

102

2
0 rn

br

e

en
b

rprn

r
ARL




,                 (4) 

 

onde 















0

1
1

1

1
ln

p

p
r ; 

  















10

01

2
1

)1(
ln

pp

pp
r  e 

2

1

r

r
 .       

                 

  Pode ser facilmente verificado que a quantidade n  corresponde ao valor de 

referência k (Equação 2). A Equação 4 permite que seja diretamente calculado o 

ARL0, uma vez conhecidos a proporção sob controle (p0), a proporção considerada 

fora de controle que se deseja detectar rapidamente (p1), o tamanho da amostra (n) 

e o limite superior (h).  

  O parâmetro h pode ser encontrado  por meio da Equação 4 para um valor pré-

determinado de ARL0 mediante um método numérico para solução de equações. 

Métodos iterativos, envolvendo ou não a utilização de derivadas, podem ser 

utilizados. Embora os recursos computacionais atuais tornem simples a aplicação 

desses métodos, a escolha de adequados valores iniciais é necessária para a sua 

convergência. Assim, foi buscada uma forma de aproximação que permitisse o 

cálculo direto do parâmetro h, sem necessidade de empregar métodos iterativos. 

 Henning, Samohyl e Alves (2010) propuseram uma alternativa para contornar os 

cálculos iterativos necessários para encontrar o limite de controle h. Para atingir 

esse objetivo, foi empregada a função LambertW e seu desenvolvimento em série, 

de acordo com a metodologia utilizada por Rogerson (2006). Assim, o limite superior 

do CUSUM pode ser aproximado por: 
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 Maiores detalhes sobre a Equação 5 e a teoria subjacente podem ser 

encontrados  em Rogerson (2006), Henning (2010), e Henning, Samohyl e Alves 

(2010).  

 

2.2 Gráficos de controle de Shewhart com as regras suplementares 

 

 Os gráficos de controle “np” de Shewhart, conforme dito anteriormente, são 

amplamente utilizados devido à sua simplicidade. Como serão feitas comparações 

com este gráfico, incluindo o uso de regras suplementares, entendeu-se ser  

necessário uma breve descrição dessas regras.   

 As regras suplementares aplicadas aos gráficos do tipo Shewhart foram criadas 

com o objetivo de acelerar a detecção de alterações no processo. Elas procuram 

formalizar a percepção que algo, no processo, possa estar fora de ordem. Todavia, a 

incorporação dessas regras implica o aumento do risco α, ou seja, há maior número 

de alarmes falsos (COSTA; EPPRECHT; CARPINETTI, 2005). 

 Algumas regras suplementares para os gráficos de controle de Shewhart são 

listadas a seguir. As quatro primeiras são conhecidas como regras da Western 

Eletric. A primeira regra da lista corresponde ao sinal de ação padrão, não é uma 

regra suplementar. Desta forma, um processo é considerado fora de controle 

estatístico se forem verificados um ou mais dos critérios abaixo (MONTGOMERY, 

2008): 

1) um ou mais pontos fora do limite de controle; 

2) dois ou três pontos sucessivos fora dos limites de alerta de dois σ (desvios-

padrão); 

3) quatro ou cinco pontos consecutivos além dos limites de um σ; 
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4) uma sequência de oito pontos consecutivos de um mesmo lado da linha 

central; 

5) seis pontos em uma sequência sempre crescente ou decrescente;  

6) quinze pontos em sequência dentro dos limites de um σ,  tanto acima como 

abaixo da linha central; 

7) quatorze pontos em uma sequência alternadamente para cima e para 

baixo; 

8) oito pontos em uma sequência de ambos os lados da linha central com 

nenhum dentro dos limites de um σ; 

9) um padrão não usual ou não aleatório dos pontos; 

10) um ou mais pontos perto de um limite de alerta ou de controle. 

 Vale complementar, de acordo com Werkema (1995), AIAG (2004) e Nomelini, 

Ferreira e Oliveira (2009) quando são observados sete ou mais pontos consecutivos 

(ascendentes ou descendentes); o processo também pode ser considerado fora de 

controle estatístico. No entanto, é preciso ter cautela no uso dessas regras, pois o 

grande número de alarmes falsos pode ser ruim para o Controle Estatístico de 

Processo, tornando o gráfico de Shewhart mais complexo (MONTGOMERY, 2008).  

 

3 ASPECTOS METODOLÓGICOS 

 

3.1 Caracterização e condução da pesquisa 

 

 Esta pesquisa é classificada  como aplicada, pelo fato de utilizar conceitos já 

estabelecidos, ou seja, gráficos de controle CUSUM binomial; ela  tem como 

finalidade aprimorar o conhecimento com a aplicação de seus resultados. A 

pesquisa aplicada tem como motivação adquirir conhecimento em uma situação 

específica da realidade (BARROS; LEHFELD, 2000; APPOLINÁRIO, 2004; GIL 

2010). No caso desta pesquisa, a situação em questão trata do monitoramento dos 

coliformes totais, um importante indicador da água qualidade da água e, por 

conseqüência de sua potabilidade.    
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A aplicação desta pesquisa abrange a análise do monitoramento de 

coliformes totais na rede de distribuição de água potável da Companhia Águas de 

Joinville. Este parâmetro (coliformes totais) é um indicador da possibilidade da 

existência de micro-organismos patogênicos (causadores de doenças).   

Segundo a Portaria No. 518/2004 do Ministério da Saúde (BRASIL, 2004), os 

coliformes totais, bactérias do grupo coliforme, são bacilos gram-negativos, aeróbios 

ou anaeróbios facultativos, não formadores de esporos, oxidase-negativos, capazes 

de desenvolver na presença de sais biliares ou agentes tensoativos que fermentam 

a lactose com produção de ácido, gás e aldeído a 35,0 ± 0,5ºC, em 24-48 horas, e 

que podem apresentar atividade da enzima ß-galactosidase. A maioria das bactérias 

do grupo coliforme pertence aos gêneros Escherichia, Citrobacter, Klebsiella e 

Enterobacter, embora vários outros gêneros e espécies pertençam ao grupo.  

A Tabela 1 apresenta as quantidades máximas permitidas de coliformes totais 

para água potável destinada ao consumo humano. 

 

Tabela 1 - Padrão microbiológico de potabilidade da água para consumo humano 

Parâmetro Valor máximo! 

Coliformes Totais 

Ausência em 100 ml 

Sistemas que analisam 40 ou mais amostras 
por mês: ausência em 100 ml em 95% das 
amostras examinadas 
no mês. 
Sistemas que analisam menos de 40 
amostras por mês: apenas uma amostra 
poderá apresentar mensalmente resultado 
positivo em 100 ml. 

Fonte: Portaria MS N.º 518/2004 (BRASIL, 2004) 

 

De acordo com a Portaria No. 518/2004, do Ministério da Saúde (BRASIL, 

2004), é tolerada a presença de coliformes totais em até 5% das amostras 

analisadas. 

A Figura 1 apresenta os procedimentos utilizados para condução desta 

pesquisa. A sequência de passos apresentada também pode ser aplicada em outros 

processos, incluindo produtivos, para dados com distribuição binomial.  
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Coleta de Dados 

Fase I: Análise 

Retrospectiva  

 

Verificação das 

suposições para utilização 

de gráficos de controle 

Dados com 

super- 

dispersão? 

Dados 

seguem a 

distribuição 

binomial? 

Dados são 

autocorrela-

cionados? 

Construir gráficos de 

Shewhart e CUSUM 

Ajuste do ARL0 para 

comparação de 

desempenho entre os 

gráficos de controle 

Sim 

Não 
Não 

Não 

Sim 

Fase II: Monitoramento 

do processo 

Processo sob 

controle? 

Monitoramento contínuo 

do processo 

Avaliar as causas que 
afetam o processo  

Propor e executar ações 

de melhoria  

Sim 

Sim 

Não 

Uso de modelos de 
regressão, gráfico p’ ou 

transformação arco seno 

Transformação dos dados 

Figura 1 – Procedimentos de condução da pesquisa 
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De acordo com a Figura 1, após a coleta de dados, foram verificadas durante 

a fase I – que corresponde à análise retrospectiva dos dados (PEDRINI; SANT'ANA; 

TEN CATEN, 2011) – as suposições para implantação de gráficos de controle. As 

suposições foram aceitas (ver seção 4) e, na sequência, foi realizado o ajuste do 

ARL0, e foi mantido o mesmo desempenho para que, desta forma, os gráficos de 

Shewhart e CUSUM pudessem ser comparados. Na fase II, ou seja, a de 

monitoramento do processo, foram avaliadas as condições apresentadas pelos dois 

gráficos de controle. 

Quando da presença de autocorrelação, é recomendado  utilizar técnicas que 

captem a autocorrelação serial. Assim, é possível  avaliar a aplicação gráficos de 

controle para os resíduos obtidos por meio de modelos de séries temporais 

(WOODALL; ADAMS; BENNEYAN, 2012) ou modelos de regressão não linear 

(RUSSO; CAMARGO; SAMOHYL, 2008). Outra opção – quando possível – é 

aumentar o espaço de tempo entre as retiradas das amostras (MONTGOMERY, 

2008).  

Quando os dados apresentarem superdispersão, devem ser aplicadas 

técnicas apropriadas para contornar este problema. Como sugestões estão o uso de 

modelos de regressão antes da aplicação dos gráficos de controle (RUSSO; 

CAMARGO; SAMOHYL, 2008) ou de gráficos específicos para esta classe de 

problemas, como o gráfico p’ (LANEY, 2002). Transformações nos dados, como a 

arco seno, também são alternativas (JONES; GOVINDARAJU, 2000).  

Para a falta de aderência à distribuição binomial, a sugestão é realizar a 

transformação dos dados. Jones e Govindaraju (2000) ressaltaram que, se houver 

superdispersão, a suposição de aderência à distribuição binomial não se aplica. 

 

3.2 Caracterização do processo e coleta dos dados 

 

A coleta de dados ocorreu nas duas estações de tratamento de água (ETA) 

de Joinville – ambas possuem rigoroso monitoramento – foram analisadas amostras 

de controle operacional e de qualidade nas águas brutas (água do rio), decantada e 

filtrada (fases intermediárias), e tratadas. A água de abastecimento  que sai  da ETA 
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vai para a rede de distribuição. As análises realizadas na rede de distribuição de 

água devem estar de acordo com a Portaria No. 518/2004, do Ministério da Saúde 

(BRASIL, 2004). O plano de amostragem – também é definido pela portaria, que 

exige um número mínimo de análises mensais a serem realizadas em função da 

população abastecida. No caso de Joinville, são exigidas 200 análises para diversos 

parâmetros, entre eles, o de coliformes totais. Para tanto há 205 pontos de coleta, 

situados em locais diversos da cidade. As coletas são realizadas em dias e horários 

pré-definidos, as amostras são classificadas como conformes (não apresentam 

coliformes totais) e não conformes (apresentam coliformes totais). Ao final, é 

contado o número de amostras não conformes.  

A série analisada corresponde ao período entre 2007 a 2009, com frequência 

mensal. O conjunto de dados consta do Anexo B. Os dois primeiros anos, 2007 e 

2008, correspondem à fase I do processo. O valor de p, considerado sob controle, é 

p0 = 0,022, que corresponde ao valor médio da proporção de amostras não 

conformes observadas na fase I. O monitoramento – segunda fase do processo – 

será feito com as observações do ano de 2009.  

Nesta pesquisa, os dois métodos, Markov e o método fundamentado na 

aproximação de Siegmund (Equação 5), foram utilizados para o cálculo do limite de 

controle h. O tratamento estatístico dos dados foi feito no ambiente GNU R 2.13.0 (R 

DEVELOPMENT CORE TEAM, 2011) com auxílio dos pacotes qcc (SCRUCCA, 

2004), para os gráficos do tipo Shewhart e surveillance (HÖHLE, 2007), para 

determinar h, a partir de cadeias de Markov. A rotina desenvolvida para o gráfico 

CUSUM binomial consta do Apêndice A, assim como as funções elaboradas para 

aproximar o limite superior (Apêndice B). 

 

4 APLICAÇÃO DO GRÁFICO CUSUM BINOMIAL NO PROCESSO DE 

TRATAMENTO DE ÁGUA 

 

Para aplicar os gráficos CUSUM e Shewhart é necessário verificar as 

suposições de independência, aderência à distribuição binomial e superdispersão 

dos dados desse processo. Para tanto foi construído um teste baseado na estatística 
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qui quadrado, o qual revelou ausência de superdispersão (p-valor = 0,2850). A 

aderência à distribuição binomial foi verificada também a partir do teste qui quadrado 

(p-valor = 0,757).  

A independência pode ser avaliada pelo processo de amostragem, uma vez 

que as coletas foram realizadas em locais, dias e horários distintos, portanto, 

independentes. Também foram construídos os gráficos da função de autocorrelação 

e autocorrelação parcial amostral. Os gráficos da Figura 2 mostram que os dados 

não possuem autocorrelação; portanto, os gráficos Shewhart e CUSUM podem ser 

aplicados. 

 

Figura 2 – Gráficos da função de autocorrelação e função de autocorrelação parcial amostral 
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Para planejamento dos gráficos, de inicio foi cogitado considerar um ARL0 = 

370 (α = 0,27%). Neste caso α, significa probabilidade de alarme falso. 

Considerando ARL0 = 370 (α = 0,27%) existe a probabilidade de 0,27% do gráfico de 

controle acusar incorretamente uma mudança na média do processo a cada 370 

subgrupos.  Entretanto, para este estudo o limite convencional de Shewhart 

implicava um valor de ARL0 menor e, consequentemente, uma taxa de alarmes 



 
Revista Produção Online, Florianópolis, SC, v.14, n. 1, p. 84-114, jan./mar. 2014. 

102 

falsos maior.  A opção, então, foi calcular o limite exato (ou probabilístico) a partir da 

distribuição binomial. Assim, o limite superior de controle é LSC = 11,0 com ARL0 = 

465,5 (α = 0,21%).  

Para fins de comparação, foi desenvolvido um gráfico do tipo Shewhart 

individual com o mesmo ARL0 = 465,5 e LSC = 11,0. O gráfico do tipo Shewhart, 

Figura 3, sinaliza, antes do combinado (28ª amostra – abril de 2009), uma mudança 

na média (np) sob controle.  

Um gráfico CUSUM planejado para detectar p1 = 0,05 (s = 127), o limite 

estabelecido pela resolução, com k = 6,9; h = 5,21 e ARL0 = 465,5; está na Figura 4.   

Este gráfico tem o mesmo desempenho que o Shewhart, sinalizando uma situação 

fora de controle estatístico, na 28ª amostra (abril de 2009). Ademais, ainda indica a 

partir da 30ª amostra, haver tendência de aumento do número de análises não 

conformes, o que não aparece no gráfico do tipo Shewhart. 

 

Figura 3 – Gráfico Shewhart para os dados de coliformes totais. 
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Figura 4 – Gráfico CUSUM para os dados de coliformes totais 

 

Ao serem aplicadas as regras suplementares – além dos limites de controle,  

ao procedimento de Shewhart –  mencionadas na seção 2.2,  elas também indicam 

que o processo está fora de controle estatístico, nas amostras 33 a 36 (ver Figura 5). 

O uso destas regras, no entanto, implica aumento do risco α, ou seja,   probabilidade 

maior de ocorrência de alarmes falsos. Além disso, a interpretação do gráfico se 

torna mais complexa. A intenção é chamar atenção para a tendência de aumento de 

amostras não conformes, o que é possível verificar a partir do gráfico CUSUM 

(Figura 4) e do uso das regras suplementares no gráfico de Shewhart (Figura 5).  

A primeira situação (pontos 20, 21 e 22) refere-se à  violação da regra 2, onde 

dois ou três pontos sucessivos se encontram fora dos limites de alerta de dois . 

Esta situação não caracteriza problema pois, pelo fato de  se aproximar do limite 

inferior, indica  melhoria no processo: menos amostras com a presença de 

coliformes.  A segunda situação, a partir da amostra 33, remete à existência de sete 

ou mais pontos acima da linha central, evidenciando problemas com o aumento de 

amostras não conformes.  

Pode ser verificado que o gráfico CUSUM permite sinalizar esta tendência de 

aumento, sem implicar no aumento da probabilidade de ocorrência de alarmes 

falsos.  
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Figura 5 – Gráfico Shewhart para os dados de coliformes totais com as regras suplementares 

 

 

Os dois procedimentos, isto é, CUSUM e Shewhart, indicaram que a média 

(np) do processo mudou, o que não é desejável. Implica que coliformes totais estão 

presentes em número maior de análises em 2009 e, por isso, seriam recomendáveis 

investigações na linha de distribuição. Vale ressaltar que no ano anterior (2008), o 

estado de Santa Catarina, incluindo alguns bairros de Joinville, foi acometido por 

uma grande enchente. Além disso, em 2009 houve troca de governo municipal, o 

que pode ter resultado alterações dos profissionais que fazem o serviço de 

manutenção da rede. Este exemplo de aplicação permitiu avaliar a aplicabilidade de 

um gráfico CUSUM binomial, além de possibilitar observar outros aspectos 

interessantes: 

a) Há dificuldade em  estabelecer os limites do gráfico Shewhart para  

alcançar o ARL0 de projeto;  

b) O desempenho do CUSUM individual foi similar ao gráfico Shewhart, 

sinalizando a mesma amostra, com a vantagem de detectar a tendência de 

aumento no processo. No gráfico Shewhart, isto somente é possível com 

auxílio das regras suplementares, pois estas proporcionam ao gráfico de 

controle maior sensibilidade para detectar mudanças no processo. 
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Assim, um gráfico CUSUM planejado para detecção de p1 correspondente a 

0,05 (5%) pode ser recomendado para monitoramento deste particular processo.  

Nas análises realizadas, o gráfico CUSUM foi tão efetivo quanto o gráfico do tipo 

Shewhart, porém com a vantagem de trazer informações sobre a tendência do 

processo.   

 

5 CONCLUSÕES E CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

          Os gráficos de controle estatístico, e em particular os gráficos CUSUM 

binomiais, são técnicas estatísticas utilizadas para monitorar a qualidade de um 

processo. Os referidos gráficos podem ser utilizados com o mesmo propósito, mas 

com vantagens sobre os gráficos de Shewhart quando o objetivo for detectar 

pequenas variações, considerando aspectos estatísticos e econômicos.  Do  ponto 

de vista estatístico, pode haver uma redução no número médio de amostras até que 

o gráfico sinalize a ocorrência de uma causa especial. Sob o ponto de vista 

econômico, pode haver uma redução nos custos relacionados ao controle do 

processo, que é causada pela diminuição na taxa de amostragem quando o gráfico 

indicar  um processo sob controle. 

Neste contexto, este trabalho teve como proposta  analisar a aplicação de um 

gráfico CUSUM  binomial como ferramenta para  monitorar um indicador de 

qualidade da água de abastecimento no que respeita à presença de coliformes 

totais.  

Os aspectos práticos decorrentes da referida aplicação desse gráfico no 

monitoramento da presença de coliformes totais no processo avaliado de tratamento 

de água,  conforme resultados obtidos, indicam haver  diferença entre a utilização 

dos gráficos CUSUM e de Shewhart  no que tange ao  desempenho estatístico. 

Na análise realizada, o gráfico CUSUM binomial revelou ser tão efetivo quanto 

o gráfico do tipo Shewhart, porém com a vantagem de trazer informações sobre a 

tendência ao longo do período analisado. No gráfico do tipo Shewhart, como as 

observações são vistas separadamente, é difícil detectar, nos dados, padrões 
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cíclicos ou tendenciosos, o que é revelado   na sua fraca sensibilidade  na detecção 

de pequenas mudanças do referido  processo.  

 O gráfico CUSUM binomial, planejado para detecção de p1 correspondente a 

0,05 (5%), pode ser recomendado para  monitoramento deste particular processo. 

Como sugestão para continuidade dos trabalhos, alguns pesquisadores citam a 

aplicação, com posterior análise, de um gráfico CUSUM planejado para detectar 

alterações maiores (WU; JIAO; LIU, 2008), como fazem referência, também, ao uso 

de gráficos combinados Shewhart-CUSUM. 

Outra técnica que pode ser incorporada é a análise da curva Receiver 

Operating Characteristic (ROC) – método gráfico para avaliação, organização e 

seleção de sistemas de diagnósticos e predição. O gráfico ROC está baseado na 

probabilidade de detecção – ou taxa de verdadeiros positivos – e na probabilidade 

de falsos alarmes, ou taxa de falsos positivos. 
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ANEXO A 

 

Hawkins (1992) e Hawkins e Olwell (1998) reforçaram a ligação entre o k do 

CUSUM e do SPRT,ao desenvolverem uma expressão aplicável a distribuições 

contínuas e discretas pertencentes à família exponencial.  Se uma sequência de 

variáveis aleatórias y seguindo uma distribuição membro da família exponencial na 

forma  

 

,),( )()()()(  dycbyaeyf           (A.1) 

 

http://dx.doi.org/10.14488/1676-1901.v14.i1.1452
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com função densidade de probabilidades fdp para o caso contínuo e função de 

probabilidades fp para o caso discreto, e fazendo Yi igual a Yi = a(Yi ).  Suponha  o 

teste de  hipóteses H0: θ = θ0 contra a hipótese  H1: θ = θ1, com θ1  >  θ0, onde θ é o 

parâmetro de interesse (média ou proporção, por exemplo). O SPRT é baseado na 

soma acumulada da quantidade  kYi  onde o valor de referência k é dado por  
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e segue a forma de fdp e fp  e a escolha de θ0 e θ1. Deste modo é possível definir 

facilmente o valor de referência k, para variáveis com distribuições pertencentes a 

membros da família exponencial. Então, para a distribuição binomial tem-se 
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A expressão (A.3) é a mesma da Equação (2). Até então foi abordado apenas 

um CUSUM com início em  zero (0). Outro valor inicial, que corresponde ao que 

recebe o nome   de Resposta Inicial Rápida (RIR) não afeta a escolha de k. O valor 

de referência k do SPRT, utilizado neste trabalho como valor de referência k do 

CUSUM binomial, é determinado pela escolha dos dois valores de parâmetros p0 e 

p1  associados às hipóteses nula e alternativa. 
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ANEXO B  

Tabela B1 - Conjunto de dados do exemplo de aplicação: Número de amostras não conformes (com 
presença de coliformes totais) 

 

 
Ano Mês NC Ano Mês NC Ano Mês NC 
2007 jan 8 2008 jan 6 2009 jan 3 
2007 fev 4 2008 fev 4 2009 fev 5 
2007 mar 8 2008 mar 5 2009 mar 8 
2007 abr 2 2008 abr 5 2009 abr 12 
2007 mai 2 2008 mai 5 2009 mai 7 
2007 jun 2 2008 jun 3 2009 jun 7 
2007 jul 0 2008 jul 5 2009 jul 19 
2007 ago 4 2008 ago 1 2009 ago 6 
2007 set 6 2008 set 3 2009 set 8 
2007 out 4 2008 out 4 2009 out 8 
2007 nov 7 2008 nov 9 2009 nov 6 
2007 dez 4 2008 dez 5 2009 dez 7 

Fonte: Relatórios anuais de qualidade dos anos de 2007, 2008 e 2009 da Companhia de Água e 
Saneamento Águas de Joinville. 

 
OBS: NC corresponde a o número de amostras consideradas não conformes. 
 
 
APÊNDICE A – ROTINA NO R PARA CONSTRUÇÃO DO GRÁFICO CUSUM 
BINOMIAL UNILATERAL SUPERIOR 
 
f1=function (kmais,hmais,x){ 

cmais=0 

cmais[0]=0 

for (i in 1:length(x)){cmais[i]=max(0,cmais[i-1]+x[i]-kmais)} 

plot(cmais,type='b',ylim=c(0,max(cmais+1,hmais)),main=' 

',ylab=expression(paste(C["+"])),xlab='Amostras',lwd=1,bg=c("white")) 

points(cmais,pch=19) 

abline(h=hmais,lty=1) 

legend("topleft", c(expression(paste(C["+"])),"h"), 

pch=c(19,NA),lty=c(1,1)) 

#text(2,hmais+0.5,paste("h=",hmais)) 

#grid(20) 

return(cmais) 

} 

 

APÊNDICE B - PROGRAMAS PARA APROXIMAÇÃO DO LIMITE SUPERIOR DO 
CUSUM h 
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###função para aproximar h  

###aproximação CD de Reynolds e Stoumbos 

###com LambertW na resolução para b (h+correção) 

###expandindo LambertW em serie com 2,3, 4 e 5 termos 

### 

 

hrs.6<-function(p0,p1,n,arl0) { 

r1<- -log((1-p1)/(1-p0)) 

r2<- log((p1*(1-p0))/(p0*(1-p1))) 

g <- r1/r2 

k <- round(n*g,2) 

l1<-log((exp(-((n *(r2*g + (-1 + exp(n* r2*g)) *(r1 - p0* r2)* 

arl0))/(-1 + exp(n* r2 *g))))* n* r2 *g)/(-1 + exp(n* r2*g))) 

l2<-log(-log((exp(-((n *r2* g)/(-1 + exp(n* r2* g))) + n *(-r1 

+ p0* r2)* arl0)* n *r2 *g)/(-1 + exp(n* r2 *g)))) 

l3<-l2/l1 

l4<-(l2*(l2-2))/(2*l1^2) 

l5<-(l2*(6-9*l2+2*l2^2))/(6*l1^3) 

b<-((-n*r2*g)/(1-exp(-n*r2*g))-(l1-l2)+n*arl0*(p0*r2-r1))/r2 # 

2 termos 

b1 <- ((-n*r2*g)/(1-exp(-n*r2*g))-(l1-l2+l3)+n*arl0*(p0*r2-

r1))/r2 # 3 termos 

b2 <- ((-n*r2*g)/(1-exp(-n*r2*g))-(l1-l2+l3+l4)+n*arl0*(p0*r2-

r1))/r2 # 4 termos 

b3 <- ((-n*r2*g)/(1-exp(-n*r2*g))-(l1-

l2+l3+l4+l5)+n*arl0*(p0*r2-r1))/r2 # 5 termos 

h<- b-(1/3)*(1-2*p0) 

h1<- b1-(1/3)*(1-2*p0) 

h2<- b2-(1/3)*(1-2*p0) 

h3<- b3-(1/3)*(1-2*p0) 

structure(list(k=k,h=h,h1=h1,h2=h2,h3=h3)) 

} 


