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Resumo: A proposta deste artigo € analisar a aplicagcdo de um grafico de somas acumuladas
(CUSUM) binomial no monitoramento da presenga de coliformes totais, um indicador bioldgico para
verificar a qualidade da agua de abastecimento em um processo de tratamento de agua. A série
analisada é proveniente de uma estagéo de tratamento de agua e corresponde ao periodo de 2007 a
2009, com frequéncia mensal. O tratamento estatistico dos dados foi realizado no GNU R, com
desenvolvimento de rotinas para aproximar o limite superior do grafico CUSUM binomial. Além disso,
foi realizado um estudo comparativo para investigar se existe diferenca significativa quanto a
sensibilidade existente entre a aplicagdo do referido grafico e o tradicional grafico do tipo Shewhart,
geralmente aplicado em monitoramento de processos. Os resultados demonstraram que este estudo
foi fundamental para definir a melhor opgdo entre os graficos para a analise estatistica deste
processo.

Palavras-chave: Controle estatistico de processos. CUSUM binomial. Coliformes Totais.

Abstract: The aim of this study is to analyze the use of a binomial cumulative sum chart (CUSUM) to
monitor the presence of total coliforms, biological indicators of quality of water supplies in water
treatment processes. The sample series were monthly taken from a water treatment plant and were
analyzed from 2007 to 2009. The statistical treatment of the data was performed using GNU R, and
routines were created for the approximation of the upper limit of the binomial CUSUM chart.
Furthermore, a comparative study was conducted to investigate whether there is a significant
difference in sensitivity between the use of CUSUM and the traditional Shewhart chart, the most
commonly used chart in process monitoring. The results obtained demonstrate that this study was
essential for making the right choice in selecting a chart for the statistical analysis of this process.

Keywords: Statistical process control. Binomial CUSUM. Total coliforms.
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1 INTRODUGAO

O abastecimento de agua, no que tange a quantidade e qualidade tem sido
preocupacao crescente, em funcédo da escassez deste recurso e da deterioragao da
qualidade dos mananciais. A qualidade da agua, desde o manancial, tem sido
comprometida pelo langamento de efluentes e residuos, o que exige investimento
nas estacdes de tratamento e alteragbes na dosagem de produtos para garantir a
qualidade da agua fornecida (BRASIL, 2006).

A 4agua contém diversos componentes, provenientes do préprio ambiente
natural ou que a ela sao incorporados por meio de atividades humanas. A partir de
suas caracteristicas fisicas, quimicas e bioldgicas, € possivel avaliar sua qualidade.
Estas constituem impurezas quando as referidas caracteristicas alcancam valores
superiores aos estabelecidos por legislagao, para determinado uso (UFV, 2011).

Para garantir a qualidade da agua de abastecimento, além de atender os
limites de especificagcdo, também é importante avaliar a variabilidade da presenca de
coliformes totais. Como a qualidade é inversamente proporcional a variabilidade, sua
continua melhoria implica em sua reducgao. Pelo fato de variabilidade somente poder
ser expressa estatisticamente, graficos de controle estatistico de processos
assumem importante papel para avaliar a melhoria da qualidade (SMETI et al.,
2007).

O principal objetivo do controle estatistico de um processo é eliminar a
variabilidade e, nesta situagao, os graficos de controle sdo ferramentas eficientes
que permitem a redugao sistematica dessa variabilidade nas variaveis monitoradas
(ALVES, 2003). Nao ha muito tempo, o paradigma tradicional no uso dos graficos
de controle eram os processos industriais mas, atualmente essa ferramenta atingiu
outras areas (SAMOHYL, 2009); entre elas, o monitoramento dos parametros da
agua (SMETI et al.,, 2007; SMETI; KORONAKIS; GOLFINOPOULOS, 2007;
AIZENCHTADT; INGMAN; FRIEDLER, 2008; ZHOU et al., 2008; MESNIL;
PETITGAS, 2009).

Entre os graficos de controle estatistico, 0 mais usual ainda é o tradicional

grafico de Shewhart, cujo sucesso é devido a sua simplicidade. Pelo fato de, no
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referido grafico, as observagdes serem analisadas separadamente, é dificil detectar,
nos dados, padrdes ciclicos ou tendenciosos, o que é refletido na sua fraca
sensibilidade cuja regra de decisdo esta fundamentada apenas na analise do ultimo
ponto considerado; ou seja, no caso de ele estar além dos limites de controle do
grafico, € necessario intervir no processo (ALVES, 2003). Este fato também
constitui grande desvantagem, pelo fato de ignorar qualquer informagédo anterior,
dada pela sequéncia anterior de pontos. Isto torna o grafico de Shewhart
relativamente insensivel a pequenas mudangas no processo, da ordem de 1,5 erro
padréo ou menos (MONTGOMERY, 2008).

Uma alternativa para solucionar ou minimizar este problema é o gréafico de
controle de somas acumuladas (CUSUM), indicado para a detecgdo de pequenas e
persistentes mudancgas na caracteristica da qualidade monitorada em determinado
processo. Este grafico incorpora, diretamente, toda a sequéncia de informagdes e
demarca as somas acumuladas dos desvios em relagdo ao valor-alvo (ALVES;
SAMOHYL, 2004; SOUZA, DOMINGOS FILHO, SAMOHYL, 2007). A decisao a
respeito do estado do controle estatistico do processo é baseada na informagao
acumulada das diversas amostras anteriores, o que torna possivel sinalizar, com
maior rapidez, os pequenos desajustes, bem como identificar, no tempo, o momento
em que ocorre mudanga no processo.

Graficos CUSUM para dados discretos, ou atributos, vao de encontro ao
enfoque filosofico propagado pela teoria da Gestdo da Qualidade: “fazer certo na
primeira vez”. Por suas proprias caracteristicas, o grafico CUSUM sinaliza quando
acontece mudanga no processo, além de permitir a indicagdo de nao conformidade
(LUCAS, 1985).

Iniciando com Page (1954), existem alguns trabalhos que abrangem graficos
CUSUM para atributos: Lucas (1985, 1989), Gan (1993), Hawkins e Olwell (1998),
Bourke (2001), entre outros. Um grafico CUSUM para atributos (variaveis discretas)
tem os mesmos conceitos que um CUSUM para variaveis mensuraveis. Algumas
particularidades (valor nominal e parametros) sdao decorrentes das distribuicoes
subjacentes a variavel de interesse. Deste modo, os graficos sao caracterizados em

funcdo da distribuicdo da variavel, sendo os mais comuns: o CUSUM de Poisson:
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para os casos de variaveis com distribuicido de Poisson (ndo conformidades,
contagens em um intervalo de tempo); e CUSUM binomial: para os casos de
variaveis com distribuicdo binomial (itens ndo conformes, proporgdes).

Embora o grafico CUSUM seja mais efetivo que o grafico de Shewhart para
pequenas e moderadas alteragdes na proporgéo, o grafico de controle np (ou seu
equivalente p) do tipo Shewhart ainda é utilizado com maior frequéncia no
monitoramento de atributos (WU; LUO, 2003). O projeto de um grafico CUSUM néo
¢ trivial, ou seja, seu uso e interpretagdo comparados ao projeto de um grafico de
Shewhart sdo mais trabalhosos (LUCAS, 1985; WU; JIAO; LIU, 2008). Graficos de
controle de soma acumulada s&o mais comuns para controle de variaveis
(continuas) que de atributos. Infelizmente, mesmo para varidveis mensuraveis, o
grafico CUSUM ainda estd ausente na maioria dos processos, inclusive nos
processos industriais (SAMOHYL, 2009).

Para Albers (2011) em virtude dos continuos esforgos para melhorar os
padroes de producao, tem sido mais frequente a ocorréncia de processos de alta
qualidade. Lucas, Darwin e Saniga (2006) referem que os tradicionais graficos p, np
e ¢ de Shewhart podem nao ser efetivos quando a proporg¢ao p for muito pequena.
Também de acordo com Albers (2011), na area da saude sao bastante comuns
pequenas fragdes ou itens ndo conformes. Falhas em equipamentos, recidivas de
algumas doengas e erros em procedimentos cirurgicos, sdo exemplos de situagdes
de rara ocorréncia e devem ser evitadas tanto quanto possivel. Em tais situagbes o
uso do grafico de controle para atributos € fortemente recomendado (SONESSON,;
BOCK, 2003; WOODALL, 2006; THOR et al., 2007; ALBERS, 2011).

Neste sentido, o monitoramento ambiental também implica em controle mais
rigosoro, face a sua estreita ligacdo com a Saude Publica. O abastecimento de agua
— no que tange a quantidade e qualidade — é preocupacao crescente, em fungao da
escassez deste recurso e da deterioragao da qualidade dos mananciais.

Por esses motivos, esta pesquisa tem como objetivo principal analisar a
aplicacao de um grafico CUSUM binomial como ferramenta para monitoramento da
presenga de coliformes totais, que constituem indicador da qualidade da agua de

abastecimento. Em nosso pais, na literatura referente ao Controle Estatistico da

Revista Produgéo Online, Florianodpolis, SC, v.14, n. 1, p. 84-114, jan./mar. 2014.
87



Qualidade, n&o é usual a aplicagdo de graficos CUSUM binomiais. Foi encontrado
apenas um registro, em que esse grafico € aplicado a um processo industrial e seu
desempenho é comparadoa um grafico combinado Shewhart-CUSUM binomial
(HENNING et al., 2012).

A proposta deste trabalho €, contribuir para maior insercado deste tipo de
grafico — o CUSUM binomial — tanto no desenvolvimento de pesquisas quanto em
aplicagdes praticas. No que respeita a aplicagcbes praticas, neste documento, esta
estruturada uma sequéncia de passos e, também é empregada uma abordagem
alternativa para calculo do limite superior.

Esta pesquisa esta estruturada da seguinte forma: a secao 2 € destinada aos
fundamentos tedricos e graficos de controle de Somas Acumuladas para variaveis
discretas com distribuicdo binomial. A secdo 3 descreve o0s procedimentos
metodoldgicos adotados nesta pesquisa. Na secéo 4, sao verificadas as suposigoes
de autocorrelagao, estabilidade estatistica e aderéncia a distribuicdo normal, além
de ser apresentada a aplicagdo do grafico CUSUM binomial no processo de
tratamento de agua. Finalmente, na sec¢ao 5, estdo as conclusdes e consideragdes

finais.

2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 CUSUM para variaveis discretas com distribuigdao binomial

Conceitualmente, um grafico CUSUM binomial examina o numero de nao
conformidades acumuladas em uma sequéncia de amostras. Este grafico é
denominado np e tem como objetivo a deteccdo de aumentos ou redugdes do
numero de ndao conformidades np. O referido grafico esta associado a distribuicdo
binomial, em que n corresponde ao tamanho das amostras e € constante a
probabilidade p de que um item qualquer seja classificado como nao conforme
(DAVIS, MCWILLIANS, 1995; WOODALL, 1997; HAWKINS; OLWELL, 1998;
SANIGA; BOURKE, 2001; WU; YEO; SPEDING, 2001; KHOO, 2004; WU; LUO;
ZHANG, 2006; WU; JIAO; LIU, 2008).
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Neste grafico é facil observar, a base do conceito do grafico CUSUM
(SAMOHYL, 2009), resultando na soma acumulada dos desvios das observacdes ao
redor da média (np) ,como ponto de referéncia. Assim, um grafico CUSUM binomial
unilateral superior pode ser aplicado para detectaraumento no valor esperado de
itens ndo conformes, do valor nominal npy (média sob controle estatistico) para np1
(média considerada fora de controle estatistico). Entdo, seja uma série de amostras
Y; com i € Z" independentes, de tamanho n, com distribuicdo binomial. O gréafico de
controle CUSUM unilateral superior € obtido, plotando-se, em um grafico, a

estatistica C; (Equacgéao 1),
G, = max(0,C, —1+.X, —k) (1

em relacdo a amostra Y], onde:

a) C; é a estatistica CUSUM com Cyp =u, 0< u < h;;

b) X; € o numero de itens ndo conformes na amostra Y;comi=1, 2, ...,

c) k € uma constante denominada valor de referéncia do CUSUM e depende da
magnitude da mudanga que se deseja detectar;

d) h é limite superior de controle do CUSUM.

Se o0 processo estiver sob controle estatistico, as somas acumuladas
definidas em (1) descreverdo um percurso aleatério com média zero. Porém, se a
meédia assumir algum valor acima, entdo uma tendéncia ascendente sera revelada
na soma acumulada C;. Se C; ultrapassa o limite superior de controle h, diz-se que o

processo esta fora de controle estatistico.

2.1.1 Parametros de um CUSUM binomial

O desenvolvimento de um grafico CUSUM binomial depende da escolha dos
valores de k, h e, consequentemente, do numero médio de amostras até a emissao
de um sinal, ou seja, o Average Run Length (ARL), considerado o estado inicial.

Estes parametros sao calculados por meio de tabelas, graficos ou softwares. Um
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CUSUM binomial completo envolve dois procedimentos distintos: primeiro a selecao
de k e h para determinar um ARL, enquanto o segundo envolve avaliar quéo
rapidamente o CUSUM (sob controle estatistico) detecta mudanga no parédmetro de
interesse (HAWKINS; OLWELL, 1998). Em resumo, o desenvolvimento de um
CUSUM binomial leva as seguintes situagdes: dados h e k, encontrar o ARL ou
dados o ARL e k, encontrar h.

Nesta pesquisa € abordada a segunda situacdo. Significa que o plano é
utilizar um grafico CUSUM binomial para detectar uma mudancga pré-especificada na
proporc¢ao sob controle, com um valor toleravel minimo para o ARL, (ou taxa maxima
de alarmes falsos). O limite superior do CUSUM ¢é determinado para estes valores
de k e ARLy (GAN, 1993; HAWKINS; OLWELL, 1998).

2.1.2 Valor de referéncia do CUSUM binomial

A escolha do valor de referéncia k implica que o grafico CUSUM sera
delineado para detectar uma particular magnitude desejada de mudancga.
Consideradas as variaveis discretas, o parametro k é determinado pela taxa de
contagem aceitavel e a taxa de contagem de ndo conformidades que se quer
detectar. Neste sentido, em um esquema CUSUM para variaveis com distribuicao
binomial, seriam a média sob controle (npy) e a média fora de controle estatistico
(npy), respectivamente.

Um primeiro procedimento para a escolha dos parametros de um CUSUM
binomial é baseado na aproximacéo a Distribuicdo de Poisson. Este procedimento
foi reproduzido em livros-texto da época (KEMP, 1962; DUNCAN, 1986; BOURKE,
2001).

Posteriormente, de acordo com alguns autores, o valor de referéncia k para o
CUSUM binomial pode ser escolhido com uso da representacéo do grafico CUSUM
como uma sequéncia de testes Sequential Probability Ratio Test (SPRT) (HAWKINS,
1992, HAWKINS; GAN, 1993 OLWELL, 1998; REYNOLDS; STOUMBOS, 1998).
Uma primeira aproximag¢ao do valor de referéncia com o mesmo k do SPRT foi

proposta por Lucas (1985) para um CUSUM com distribuicdo de Poisson. A escolha
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de parémetros o6timos para um CUSUM binomial foi estudada por Gan (1993). O
autor demonstrou que o k do SPRT pode ser considerado o valor 6timo para o k do

grafico CUSUM. Assim, o calculo do valor de referéncia k pode ser sumarizado por:

_ nin((1-po )/(1-p1))
In((1- po )/(1= p1))=In(pg / p1)’

(2)

Em que po corresponde a propor¢ao sob controle estatistico; ps € a proporcéo fora
de controle estatistico que se deseja detectar e n é o tamanho da amostra. A relagéo
entre o valor de referéncia k do CUSUM e o SPRT pode ser consultada no Anexo A.

Hawkins (1992) e Hawkins e Olwell (1998) reforgaram a ligagao entre o k do
CUSUM e do SPRT, ao desenvolverem uma expressado aplicavel a distribui¢des
continuas e discretas pertencentes a familia exponencial.

O valor de k é escolhido para uma resposta 6tima para mudanca de uma
magnitude especifica. Isto implica que n&do tera o mesmo o desempenho para
mudangas cujo tamanho se afaste substancialmente da mudanca desejada. Um
grafico planejado para detectar mudangas em um patamar de trés desvios-padréo,
pode ndo ser adequado para a deteccao de alteragdes em um desvio-padrao. Esta
escolha vai estar diretamente relacionada a natureza do processo que se deseja
controlar (HAWKINS; OLWELL, 1998).

2.1.3 ARL e limite superior de controle

Como exposto anteriormente, para determinar o limite superior de controle (h)
do CUSUM, é necessario especificar ARLg, ou vice-versa. A escolha do valor do
ARLy, ou do limite superior, depende fundamentalmente do processo a ser
analisado. Pelo fato de ser necessario escolher um deles para calcular o outro, a
opcao foi abranger toda a teoria, em conjunto.

Em um grafico de controle o ARL, indica o numero médio de amostras
coletadas até a emissdao de um sinal durante o periodo sob controle, isto €, esta

relacionado a emissao de um alarme falso (erro tipo |), com probabilidade igual ao
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nivel de significancia o desejado. Em contraponto ARL; representa o numero medio
de amostras até a emissdo de um alarme verdadeiro, ou seja, de um sinal que
indigue uma situagcdo fora de controle, quando esta realmente ocorreu (ALVES;
SAMOHYL, 2004).

A determinagao das medidas de desempenho de um grafico de controle, entre
as quais o ARLy, € fundamental para a avaliacdo de sua eficiéncia. Um grafico é
mais eficiente que outro se, para um mesmo valor de ARL,, ele tiver um valor menor
que RL,, detectando, mais rapidamente, uma alteracdo, quando esta realmente
existir.

Ha varios procedimentos na literatura para o calculo do ARLy e do ARL; de
um CUSUM binomial. Uma abordagem para determinar o ARL de um grafico
CUSUM para variaveis discretas é mediante cadeias de Markov. Esta abordagem foi
originalmente proposta por Brook e Evans (1972). Permite determinar, além do ARL,
os demais momentos e percentis da distribuicdo. Esse método pode ser utilizado
para distribuicbes discretas, como acurada aproximagao (BROOK; EVANS, 1972;
MORAIS, 2002) ou (considerada) exata (REYNOLDS; STOUMBOS, 2000). Algumas
desvantagens sdo apontadas principalmente do ponto de vista operacional. Este é
um procedimento sofisticado do ponto de vista de programacéo e alguns detalhes
podem resultar dificuldades na resolucdo. Por exemplo, quando po for muito
pequeno, a matriz de transicado de probabilidades da cadeia de Markov pode ser
muito grande, resultando “grande esfor¢co computacional” (BROOK; EVANS, 1972;
HAWKINS, 1992; REYNOLDS; STOUMBOS, 1999). Todavia, muitos autores
aplicam a abordagem markoviana para procedimentos CUSUM binomiais, como
Hawkins (1992); Gan (1993); Reynolds e Stoumbos (2000); Lucas, Davis e Saniga
(2006), além de Wu, Jiao e Liu (2008).

Outra abordagem para determinar o ARL é simular processos produzindo o
CUSUM, guardar os valores de RL obtidos e, entdo, calcular a média deles. A coleta
de valores de RL também pode ser obtida para derivar sua distribuicdo empirica.
Quando é utilizado este método, é gerada uma sequéncia de observagbes de uma
distribuicdo pré-determinada e, entdo, é calculado o valor da estatistica de

interesse, até que ela fique fora dos limites de controle estatistico. O numero médio
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de observacdes necessarias até a emissdo de um sinal, isto €, o valor do RL, varia
de uma sequéncia para outra. A estimativa para o ARL é obtida repetindo o
procedimento um elevado numero de vezes (10.000 ou mais). Para facilitar, o ARL
€ determinado assumindo que as mudangas no valor médio, em relagdo ao valor
pretendido, ocorrem no instante em que tem inicio o procedimento (ALVES, 2009).

Esta técnica pode ser computacionalmente trabalhosa e n&o produzir os
resultados desejados no caso de processos com valores maiores de ARL
(HAWKINS; OLWELL, 1998). Técnicas de redugdo da variancia sdo sugeridas para
melhorar a estimativa de valores de ARL por simulagcdo (ROSS, 1990; JUN; CHOI,
1993).

Para graficos CUSUM binomiais, até o momento do desenvolvimento deste
artigo nado foram encontrados trabalhos em que a simulagédo fosse aplicada para
determinar especificamente parametros de desempenho. Todavia, a simulagédo pode
ser util para checar a implementacdo das cadeias de Markov ou outros métodos de
calculo de ARL (HAWKINS; OLWELL, 1998).

Outra linha esta baseada nas aproximacdes de Wald (1947) e nas extensdes
deste trabalho propostas por Siegmund (1985), Reynolds e Stoumbos (1999), e
Henning, Samohyl e Alves (2010). O principio desta aproximacao foi substituir a
condicdo de passeio aleatdrio da estatistica de controle por um processo de
movimento browniano continuo, o qual somente ¢é valido para distribui¢cdes
fortemente ndo aritméticas. Nesse sentido, a distribuicdo binomial ndo atende aos
pressupostos basicos que devem ser considerados para a corregao. Para resolver
este problema, Reynolds e Stoumbos (1999) propuseram a padronizagao da variavel
Y, — para aproxima-la a um processo de movimento browniano — e aplicaram um
argumento de ajuste de curvas. O limite superior h corrigido € denotado por b

(Equacéo 3).
b=h+%(l—2p0), 0<p,<0,5 (3)

Reynolds e Stoumbos (1999) incluiram esta correcdo nas aproximacdes de Wald

e, posteriormente, estenderam esta teoria para determinar as medidas de
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desempenho de um CUSUM binomial. A Equacao 4 apresenta o calculo do ARLy
com o limite h corrigido pela Equagao 3 (REYNOLDS; STOUMBOS, 2001).

i~ o) o

n(r2p0 _rl) 1—e™

onde r :_h{l—plj; " :_h{p](l—po)] I
1-p, po(l_pl) b)

Pode ser facilmente verificado que a quantidade ny corresponde ao valor de

referéncia k (Equacao 2). A Equacgao 4 permite que seja diretamente calculado o
ARL,, uma vez conhecidos a proporgéo sob controle (py), a proporgcado considerada
fora de controle que se deseja detectar rapidamente (ps), o tamanho da amostra (n)
e o limite superior (h).

O parametro h pode ser encontrado por meio da Equacao 4 para um valor pré-
determinado de ARLy mediante um método numérico para solucdo de equagdes.
Métodos iterativos, envolvendo ou ndo a utilizacdo de derivadas, podem ser
utilizados. Embora os recursos computacionais atuais tornem simples a aplicacao
desses métodos, a escolha de adequados valores iniciais € necessaria para a sua
convergéncia. Assim, foi buscada uma forma de aproximagdo que permitisse o
calculo direto do parametro h, sem necessidade de empregar métodos iterativos.

Henning, Samohyl e Alves (2010) propuseram uma alternativa para contornar os
calculos iterativos necessarios para encontrar o limite de controle h. Para atingir
esse objetivo, foi empregada a fungdo LambertW e seu desenvolvimento em série,
de acordo com a metodologia utilizada por Rogerson (2006). Assim, o limite superior

do CUSUM pode ser aproximado por:
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1 L, L,(L,-2 1-2
hzg[_(%j-knARLO(porz_rl)_(Ll_Lz+Zz+ 2(2212 )j]—( 3p0) (5)

e " —1

Onde Ll = ln(_ [_ ( 1 j(en}’rz +n(n—por )(*ARLo*(rz/(lfe”’M )(rlfporz))n}/’/z )]J e L2 — ll’l(—Ll ) .

Maiores detalhes sobre a Equagdo 5 e a teoria subjacente podem ser
encontrados em Rogerson (2006), Henning (2010), e Henning, Samohyl e Alves
(2010).

2.2 Graficos de controle de Shewhart com as regras suplementares

Os graficos de controle “np” de Shewhart, conforme dito anteriormente, sédo
amplamente utilizados devido a sua simplicidade. Como serao feitas comparacgdes
com este gréfico, incluindo o uso de regras suplementares, entendeu-se ser
necessario uma breve descri¢gao dessas regras.

As regras suplementares aplicadas aos graficos do tipo Shewhart foram criadas
com o objetivo de acelerar a detecgao de alteragdes no processo. Elas procuram
formalizar a percepgao que algo, no processo, possa estar fora de ordem. Todavia, a
incorporagao dessas regras implica o aumento do risco a, ou seja, ha maior numero
de alarmes falsos (COSTA; EPPRECHT; CARPINETTI, 2005).

Algumas regras suplementares para os graficos de controle de Shewhart sédo
listadas a seguir. As quatro primeiras sao conhecidas como regras da Western
Eletric. A primeira regra da lista corresponde ao sinal de agcéo padrdo, nao é uma
regra suplementar. Desta forma, um processo é considerado fora de controle
estatistico se forem verificados um ou mais dos critérios abaixo (MONTGOMERY,
2008):

1) um ou mais pontos fora do limite de controle;

2) dois ou trés pontos sucessivos fora dos limites de alerta de dois o (desvios-

padrao);

3) quatro ou cinco pontos consecutivos além dos limites de um o;
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4) uma sequéncia de oito pontos consecutivos de um mesmo lado da linha

central;

5) seis pontos em uma sequéncia sempre crescente ou decrescente;

6) quinze pontos em sequéncia dentro dos limites de um o, tanto acima como

abaixo da linha central;

7) quatorze pontos em uma sequéncia alternadamente para cima e para

baixo;

8) oito pontos em uma sequéncia de ambos os lados da linha central com

nenhum dentro dos limites de um o;
9) um padréo nao usual ou n&o aleatdrio dos pontos;
10)um ou mais pontos perto de um limite de alerta ou de controle.

Vale complementar, de acordo com Werkema (1995), AIAG (2004) e Nomelini,
Ferreira e Oliveira (2009) quando sédo observados sete ou mais pontos consecutivos
(ascendentes ou descendentes); o processo também pode ser considerado fora de
controle estatistico. No entanto, é preciso ter cautela no uso dessas regras, pois 0
grande numero de alarmes falsos pode ser ruim para o Controle Estatistico de
Processo, tornando o grafico de Shewhart mais complexo (MONTGOMERY, 2008).

3 ASPECTOS METODOLOGICOS

3.1 Caracterizagao e condugao da pesquisa

Esta pesquisa é classificada como aplicada, pelo fato de utilizar conceitos ja
estabelecidos, ou seja, graficos de controle CUSUM binomial; ela tem como
finalidade aprimorar o conhecimento com a aplicagdo de seus resultados. A
pesquisa aplicada tem como motivagdo adquirir conhecimento em uma situacao
especifica da realidade (BARROS; LEHFELD, 2000; APPOLINARIO, 2004; GIL
2010). No caso desta pesquisa, a situagdo em questao trata do monitoramento dos
coliformes totais, um importante indicador da agua qualidade da agua e, por

consequéncia de sua potabilidade.
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A aplicagdo desta pesquisa abrange a analise do monitoramento de
coliformes totais na rede de distribuicdo de agua potavel da Companhia Aguas de
Joinville. Este parémetro (coliformes totais) € um indicador da possibilidade da
existéncia de micro-organismos patogénicos (causadores de doencas).

Segundo a Portaria N* 518/2004 do Ministério da Saude (BRASIL, 2004), os
coliformes totais, bactérias do grupo coliforme, sdo bacilos gram-negativos, aerébios
ou anaerobios facultativos, ndo formadores de esporos, oxidase-negativos, capazes
de desenvolver na presenga de sais biliares ou agentes tensoativos que fermentam
a lactose com produgéo de acido, gas e aldeido a 35,0 + 0,5°C, em 24-48 horas, e
que podem apresentar atividade da enzima [3-galactosidase. A maioria das bactérias
do grupo coliforme pertence aos géneros Escherichia, Citrobacter, Klebsiella e
Enterobacter, embora varios outros géneros e espécies pertengam ao grupo.

A Tabela 1 apresenta as quantidades maximas permitidas de coliformes totais

para agua potavel destinada ao consumo humano.

Tabela 1 - Padrao microbiolégico de potabilidade da agua para consumo humano

Parametro Valor maximo!

Auséncia em 100 ml

Sistemas que analisam 40 ou mais amostras
por més: auséncia em 100 ml em 95% das
amostras examinadas

Coliformes Totais no més.

Sistemas que analisam menos de 40
amostras por més: apenas uma amostra
podera apresentar mensalmente resultado
positivo em 100 ml.

Fonte: Portaria MS N.° 518/2004 (BRASIL, 2004)

De acordo com a Portaria N® 518/2004, do Ministério da Saude (BRASIL,
2004), é tolerada a presenca de coliformes totais em até 5% das amostras
analisadas.

A Figura 1 apresenta os procedimentos utilizados para condugido desta
pesquisa. A sequéncia de passos apresentada também pode ser aplicada em outros

processos, incluindo produtivos, para dados com distribuigdo binomial.

Revista Produgéo Online, Florianodpolis, SC, v.14, n. 1, p. 84-114, jan./mar. 2014.
97




Figura 1 — Procedimentos de conducao da pesquisa
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De acordo com a Figura 1, apds a coleta de dados, foram verificadas durante
a fase | — que corresponde a analise retrospectiva dos dados (PEDRINI; SANT'ANA;
TEN CATEN, 2011) — as suposi¢des para implantagdo de graficos de controle. As
suposicoes foram aceitas (ver segéo 4) e, na sequéncia, foi realizado o ajuste do
ARL,, e foi mantido o mesmo desempenho para que, desta forma, os graficos de
Shewhart e CUSUM pudessem ser comparados. Na fase IlI, ou seja, a de
monitoramento do processo, foram avaliadas as condicdes apresentadas pelos dois
graficos de controle.

Quando da presencga de autocorrelacdo, é recomendado utilizar técnicas que
captem a autocorrelagdo serial. Assim, € possivel avaliar a aplicagdo graficos de
controle para os residuos obtidos por meio de modelos de séries temporais
(WOODALL; ADAMS; BENNEYAN, 2012) ou modelos de regressdao nao linear
(RUSSO; CAMARGO; SAMOHYL, 2008). Outra opgao — quando possivel — é
aumentar o espaco de tempo entre as retiradas das amostras (MONTGOMERY,
2008).

Quando os dados apresentarem superdispersdo, devem ser aplicadas
técnicas apropriadas para contornar este problema. Como sugestdes estao o uso de
modelos de regressdo antes da aplicagdo dos graficos de controle (RUSSO;
CAMARGO; SAMOHYL, 2008) ou de graficos especificos para esta classe de
problemas, como o grafico p’ (LANEY, 2002). Transformagbes nos dados, como a
arco seno, também sao alternativas (JONES; GOVINDARAJU, 2000).

Para a falta de aderéncia a distribuicdo binomial, a sugestao é realizar a
transformacao dos dados. Jones e Govindaraju (2000) ressaltaram que, se houver

superdispersao, a suposi¢cao de aderéncia a distribuigdo binomial ndo se aplica.

3.2 Caracterizagao do processo e coleta dos dados

A coleta de dados ocorreu nas duas estacdes de tratamento de agua (ETA)
de Joinville — ambas possuem rigoroso monitoramento — foram analisadas amostras
de controle operacional e de qualidade nas aguas brutas (agua do rio), decantada e

filtrada (fases intermediarias), e tratadas. A agua de abastecimento que sai da ETA
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vai para a rede de distribuicdo. As analises realizadas na rede de distribuicdo de
agua devem estar de acordo com a Portaria N® 518/2004, do Ministério da Saude
(BRASIL, 2004). O plano de amostragem — também ¢ definido pela portaria, que
exige um numero minimo de analises mensais a serem realizadas em fungdo da
populacéo abastecida. No caso de Joinville, sdo exigidas 200 analises para diversos
parametros, entre eles, o de coliformes totais. Para tanto ha 205 pontos de coleta,
situados em locais diversos da cidade. As coletas sdo realizadas em dias e horarios
pré-definidos, as amostras sdo classificadas como conformes (ndo apresentam
coliformes totais) e ndo conformes (apresentam coliformes totais). Ao final, é
contado o numero de amostras ndo conformes.

A série analisada corresponde ao periodo entre 2007 a 2009, com frequéncia
mensal. O conjunto de dados consta do Anexo B. Os dois primeiros anos, 2007 e
2008, correspondem a fase | do processo. O valor de p, considerado sob controle, é
po = 0,022, que corresponde ao valor médio da propor¢gdo de amostras nao
conformes observadas na fase I. O monitoramento — segunda fase do processo —
sera feito com as observagdes do ano de 2009.

Nesta pesquisa, os dois métodos, Markov e o método fundamentado na
aproximagao de Siegmund (Equacéao 5), foram utilizados para o calculo do limite de
controle h. O tratamento estatistico dos dados foi feito no ambiente GNU R 2.13.0 (R
DEVELOPMENT CORE TEAM, 2011) com auxilio dos pacotes qcc (SCRUCCA,
2004), para os graficos do tipo Shewhart e surveillance (HOHLE, 2007), para
determinar h, a partir de cadeias de Markov. A rotina desenvolvida para o grafico
CUSUM binomial consta do Apéndice A, assim como as fung¢des elaboradas para

aproximar o limite superior (Apéndice B).

4 APLICAGAO DO GRAFICO CUSUM BINOMIAL NO PROCESSO DE
TRATAMENTO DE AGUA

Para aplicar os graficos CUSUM e Shewhart é necessario verificar as
suposi¢des de independéncia, aderéncia a distribuicdo binomial e superdispersao

dos dados desse processo. Para tanto foi construido um teste baseado na estatistica
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qui quadrado, o qual revelou auséncia de superdispersado (p-valor = 0,2850). A
aderéncia a distribuicdo binomial foi verificada também a partir do teste qui quadrado
(p-valor = 0,757).

A independéncia pode ser avaliada pelo processo de amostragem, uma vez
que as coletas foram realizadas em locais, dias e horarios distintos, portanto,
independentes. Também foram construidos os graficos da fungédo de autocorrelagéo
e autocorrelagdo parcial amostral. Os graficos da Figura 2 mostram que os dados
nao possuem autocorrelagio; portanto, os graficos Shewhart e CUSUM podem ser

aplicados.

Figura 2 — Graficos da fungao de autocorrelagao e fungéo de autocorrelagao parcial amostral
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Para planejamento dos graficos, de inicio foi cogitado considerar um ARLg =
370 (a = 0,27%). Neste caso a, significa probabilidade de alarme falso.
Considerando ARL, = 370 (a = 0,27%) existe a probabilidade de 0,27% do grafico de
controle acusar incorretamente uma mudanga na média do processo a cada 370
subgrupos. Entretanto, para este estudo o limite convencional de Shewhart

implicava um valor de ARL, menor e, consequentemente, uma taxa de alarmes
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falsos maior. A opgéo, entdo, foi calcular o limite exato (ou probabilistico) a partir da
distribuicdo binomial. Assim, o limite superior de controle € LSC = 11,0 com ARL =
465,5 (a = 0,21%).

Para fins de comparacdo, foi desenvolvido um grafico do tipo Shewhart
individual com o mesmo ARLy = 465,5 e LSC = 11,0. O grafico do tipo Shewhart,
Figura 3, sinaliza, antes do combinado (282 amostra — abril de 2009), uma mudancga
na média (np) sob controle.

Um grafico CUSUM planejado para detectar p1 = 0,05 (s = 127), o limite
estabelecido pela resolugédo, com k = 6,9; h = 5,21 e ARL, = 465,5; esta na Figura 4.
Este grafico tem o0 mesmo desempenho que o Shewhart, sinalizando uma situagao
fora de controle estatistico, na 282 amostra (abril de 2009). Ademais, ainda indica a
partir da 30% amostra, haver tendéncia de aumento do numero de analises nao

conformes, o que nao aparece no grafico do tipo Shewhart.

Figura 3 — Grafico Shewhart para os dados de coliformes totais.
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Figura 4 — Grafico CUSUM para os dados de coliformes totais
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Ao serem aplicadas as regras suplementares — além dos limites de controle,
ao procedimento de Shewhart — mencionadas na secéo 2.2, elas também indicam
que o processo esta fora de controle estatistico, nas amostras 33 a 36 (ver Figura 5).
O uso destas regras, no entanto, implica aumento do risco a, ou seja, probabilidade
maior de ocorréncia de alarmes falsos. Além disso, a interpretacdo do grafico se
torna mais complexa. A intencao é chamar atengao para a tendéncia de aumento de
amostras nao conformes, o que é possivel verificar a partir do grafico CUSUM
(Figura 4) e do uso das regras suplementares no grafico de Shewhart (Figura 5).
A primeira situagao (pontos 20, 21 e 22) refere-se a violagao da regra 2, onde
dois ou trés pontos sucessivos se encontram fora dos limites de alerta de dois o.
Esta situagdo nao caracteriza problema pois, pelo fato de se aproximar do limite
inferior, indica melhoria no processo: menos amostras com a presenga de
coliformes. A segunda situacdo, a partir da amostra 33, remete a existéncia de sete
ou mais pontos acima da linha central, evidenciando problemas com o aumento de
amostras nao conformes.
Pode ser verificado que o grafico CUSUM permite sinalizar esta tendéncia de
aumento, sem implicar no aumento da probabilidade de ocorréncia de alarmes

falsos.
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Figura 5 — Grafico Shewhart para os dados de coliformes totais com as regras suplementares
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Os dois procedimentos, isto €, CUSUM e Shewhart, indicaram que a média
(np) do processo mudou, 0 que nao € desejavel. Implica que coliformes totais estéo
presentes em numero maior de analises em 2009 e, por isso, seriam recomendaveis
investigagcdes na linha de distribuicdo. Vale ressaltar que no ano anterior (2008), o
estado de Santa Catarina, incluindo alguns bairros de Joinville, foi acometido por
uma grande enchente. Além disso, em 2009 houve troca de governo municipal, o
que pode ter resultado alteracbes dos profissionais que fazem o servico de
manutencio da rede. Este exemplo de aplicagao permitiu avaliar a aplicabilidade de
um grafico CUSUM binomial, além de possibilitar observar outros aspectos
interessantes:

a) Ha dificuldade em estabelecer os limites do grafico Shewhart para
alcancar o ARL, de projeto;

b) O desempenho do CUSUM individual foi similar ao grafico Shewhart,
sinalizando a mesma amostra, com a vantagem de detectar a tendéncia de
aumento no processo. No grafico Shewhart, isto somente € possivel com
auxilio das regras suplementares, pois estas proporcionam ao grafico de

controle maior sensibilidade para detectar mudangas no processo.
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Assim, um grafico CUSUM planejado para detecgdo de p4 correspondente a
0,05 (5%) pode ser recomendado para monitoramento deste particular processo.
Nas analises realizadas, o grafico CUSUM foi tdo efetivo quanto o grafico do tipo
Shewhart, porém com a vantagem de trazer informagdes sobre a tendéncia do

processo.

5 CONCLUSOES E CONSIDERAGOES FINAIS

Os gréaficos de controle estatistico, e em particular os graficos CUSUM
binomiais, sdo técnicas estatisticas utilizadas para monitorar a qualidade de um
processo. Os referidos graficos podem ser utilizados com o mesmo propdsito, mas
com vantagens sobre os graficos de Shewhart quando o objetivo for detectar
pequenas variagoes, considerando aspectos estatisticos e econdmicos. Do ponto
de vista estatistico, pode haver uma redugao no numero médio de amostras até que
o grafico sinalize a ocorréncia de uma causa especial. Sob o0 ponto de vista
econbmico, pode haver uma redugdo nos custos relacionados ao controle do
processo, que € causada pela diminuigdo na taxa de amostragem quando o grafico
indicar um processo sob controle.

Neste contexto, este trabalho teve como proposta analisar a aplicagédo de um
grafico CUSUM binomial como ferramenta para monitorar um indicador de
qualidade da agua de abastecimento no que respeita a presenca de coliformes
totais.

Os aspectos praticos decorrentes da referida aplicagdo desse grafico no
monitoramento da presencga de coliformes totais no processo avaliado de tratamento
de agua, conforme resultados obtidos, indicam haver diferenca entre a utilizagcao
dos graficos CUSUM e de Shewhart no que tange ao desempenho estatistico.

Na analise realizada, o grafico CUSUM binomial revelou ser tdo efetivo quanto
o grafico do tipo Shewhart, porém com a vantagem de trazer informagdes sobre a
tendéncia ao longo do periodo analisado. No grafico do tipo Shewhart, como as

observagcbes sao vistas separadamente, é dificil detectar, nos dados, padrdes
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ciclicos ou tendenciosos, o que é revelado na sua fraca sensibilidade na deteccao
de pequenas mudangas do referido processo.

O grafico CUSUM binomial, planejado para detecgédo de p; correspondente a
0,05 (5%), pode ser recomendado para monitoramento deste particular processo.
Como sugestdo para continuidade dos trabalhos, alguns pesquisadores citam a
aplicacdo, com posterior andlise, de um grafico CUSUM planejado para detectar
alteragdes maiores (WU; JIAO; LIU, 2008), como fazem referéncia, também, ao uso
de graficos combinados Shewhart-CUSUM.

Outra técnica que pode ser incorporada € a analise da curva Receiver
Operating Characteristic (ROC) — método grafico para avaliagdo, organizagédo e
selegdo de sistemas de diagnosticos e predi¢do. O grafico ROC estd baseado na
probabilidade de deteccdo — ou taxa de verdadeiros positivos — € na probabilidade

de falsos alarmes, ou taxa de falsos positivos.
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ANEXO A

Hawkins (1992) e Hawkins e Olwell (1998) reforcaram a ligagao entre o k do
CUSUM e do SPRT,ao desenvolverem uma expressao aplicavel a distribui¢des
continuas e discretas pertencentes a familia exponencial. Se uma sequéncia de
variaveis aleatorias y seguindo uma distribuicdo membro da familia exponencial na

forma

f(y, 0) = DO +e(y)+d(0) , (A 1 )
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com funcdo densidade de probabilidades fdp para o caso continuo e fungdo de
probabilidades fp para o caso discreto, e fazendo Y;igual a Y; = a(Y; ). Suponha o
teste de hipoteses Hy: 6 = 6y contra a hipotese Hy: 6 = 64, com 64 > 6y, onde 6 é o
parametro de interesse (média ou proporg¢ao, por exemplo). O SPRT €& baseado na

soma acumulada da quantidade (Y, — k)onde o valor de referéncia k é dado por

p=_40)=d%) (A.2)
b(6) —b(6,)

e segue a forma de fdp e fp e a escolha de 6, e 6. Deste modo é possivel definir
facilmente o valor de referéncia k, para variaveis com distribuicdes pertencentes a

membros da familia exponencial. Entdo, para a distribuigao binomial tem-se

ln(l_plj
__d@)-d@) __ | \l=p)
b(6)~b(6,) h{p](l—po)j’
po(l_pl)

(A.3)

com f(y|m, p) =P/ I=pininli=pyinnt=h(Xn=0)) “Neste caso, d(0)=d(p)=nin(l-p) e
b(0)=b(p) = h{ﬁ}

A expressao (A.3) € a mesma da Equacgao (2). Até entao foi abordado apenas
um CUSUM com inicio em zero (0). Outro valor inicial, que corresponde ao que
recebe o nome de Resposta Inicial Rapida (RIR) ndo afeta a escolha de k. O valor
de referéncia k do SPRT, utilizado neste trabalho como valor de referéncia k do
CUSUM binomial, é determinado pela escolha dos dois valores de parametros po €

p:1 associados as hipoteses nula e alternativa.

Revista Produgéo Online, Florianodpolis, SC, v.14, n. 1, p. 84-114, jan./mar. 2014.
112



ANEXO B

Tabela B1 - Conjunto de dados do exemplo de aplicagdo: Numero de amostras ndo conformes (com
presenga de coliformes totais)

Ano Més NC Ano Més NC Ano Més NC
2007 jan 8 2008 jan 6 2009 jan 3
2007 fev 4 2008 fev 4 2009 fev 5
2007 mar 8 2008 mar 5 2009 mar 8
2007 abr 2 2008 abr 5 2009 abr 12
2007 mai 2 2008 mai 5 2009 mai 7
2007 jun 2 2008 jun 3 2009 jun 7
2007 jul 0 2008 jul 5 2009 jul 19
2007 ago 4 2008 ago 1 2009 ago 6
2007 set 6 2008 set 3 2009 set 8
2007 out 4 2008 out 4 2009 out 8
2007 nov 7 2008 nov 9 2009 nov 6
2007 dez 4 2008 dez 5 2009 dez 7

Fonte: Relatérios anuais de qualidade dos anos de 2007, 2008 e 2009 da Companhia de Agua e
Saneamento Aguas de Joinville.

OBS: NC corresponde a o numero de amostras consideradas ndo conformes.

APENDICE A — ROTINA NO R PARA CONSTRUGCAO DO GRAFICO CUSUM
BINOMIAL UNILATERAL SUPERIOR

fl=function (kmais,hmais, x) {

cmais=0

cmais[0]=0

for (i in l:length(x)){cmais[i]=max(0,cmais[i-1]+x[i]-kmais)}
plot (cmais, type='b',ylim=c(0,max (cmais+l,hmais)),main="

', ylab=expression (paste (C["+"])),xlab="'Amostras',lwd=1l,bg=c ("white"))
points (cmais,pch=19)

abline (h=hmais, lty=1)

legend ("topleft", c(expression(paste(C["+"])),"h"),

pch=c (19,NA),lty=c(1,1))

#text (2,hmais+0.5,paste ("h=",hmais))

#grid (20)

return (cmais)

}

APENDICE B - PROGRAMAS PARA APROXIMAGCAO DO LIMITE SUPERIOR DO
CUSUM h
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###funcdo para aproximar h

###aproximacdo CD de Reynolds e Stoumbos

###com LambertW na resolucdo para b (h+tcorrecdo)
###expandindo LambertW em serie com 2,3, 4 e 5 termos

ikdi

hrs.6<-function (p0,pl,n,arl0) {
rl<- -log((1l-pl)/ (1-p0))
r2<- log((pl*(1-p0))/ (p0*(1-pl)))

g <- rl/r2

k <- round(n*g, 2)

11<-log((exp(-((n *(r2*g + (-1 + exp(n* r2*g)) *(rl - pO0O* r2)*
arl0))/ (-1 + exp(n* r2 *g))))* n* r2 *g)/ (-1 + exp(n* r2*qg)))
12<-log(-log((exp(=((n *r2* g)/ (-1 + exp(n* r2* g))) + n *(-rl
+ p0* r2)* arl0)* n *r2 *g)/ (-1 + exp(n* r2 *qg))))

13<-12/11

14<-(12*(12-2))/(2*11"2)
15<=(12* (6-9%12+2*1272))/ (6*11"3)

b<- ((-n*r2*g)/ (l-exp (-n*r2*g))-(11-12)+n*arl0* (p0*r2-rl))/r2 #
2 termos
bl <-  ((-n*r2*g)/(l-exp(-n*r2+*qg))-(11-12+13)+n*arl0* (pO*r2-
)/r2 # 3 termos
b2 <- ((-n*r2*qg)/(l-exp(-n*r2*g))-(11-12+13+14)+n*arl0* (pO*r2-
1))/r2 # 4 termos
b3 <- ((-n*r2*qg)/ (l-exp (-n*r2*g))-(11-

12+134+14+15)+n*arl0* (pO*r2-rl))/r2 # 5 termos
h<- b-(1/3)* (1-2*p0)

hl<- bl-(1/3)* (1-2*p0)

h2<- b2-(1/3)* (1-2*p0)

h3<- b3- (l/3)*(l—2*p0)

structure (list (k=k, h=h,hl=hl,h2=h2,h3=h3))
}
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