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Resumo: O problema de substituicdo de equipamentos é analisado tradicionalmente por duas
metodologias discretas: programacédo dinamica e indicadores de fluxo de caixa. Constatou-se que
essas metodologias ndo conseguem verificar se (i) 0 momento 6timo de substituicdo de equipamentos
€ Unico e (ii) se existiria algum ativo fisico que néo precisasse ser substituido, isto €, um equipamento
sem momento 6timo de substituicdo do ponto de vista econdmico. Sendo assim, 0s autores utilizaram
neste trabalho uma abordagem com fun¢Bes continuas para resolver esse tipo de problema. No
processo de estabelecé-las, chegou-se em fungdes ndo diferencidveis (no sentido classico). Logo, foi
utilizada uma andlise ndo suave para modelagem. Pelos resultados obtidos é possivel afirmar que de
fato o momento 6timo de substituicdo é Unico. Além disso, também verificou-se que pode existir
equipamentos sem momento Otimo para substituicdo. Mais ainda, também foi viavel formular um
modelo para calcular o momento 6timo de substituicao de equipamentos por fungéo continua, conforme
sdo dados os custos de manutencdo, o valor de aquisicdo, a taxa de desvalorizacdo e a taxa de
desconto.

Palavras-chave: Vida econdmica de ativos fisicos. Reposicdo. Custo de ciclo de vida. Engenharia
econdmica. Gestéo de ativos fisicos. Manutencgéo.

Abstract: The problem of equipment replacement is traditionally analyzed by two discrete
methodologies: dynamic programming and cash flow indicators. It was noticed that these methodologies
cannot verify if (i) the optimal moment of equipment replacement is unique and (ii) if there were any
physical assets that did not need to be replaced, that is, from the economical point of view, an equipment
without optimal moment of substitution. Accordingly, in this work, the authors used an approach with
continuous functions to solve this type of problem. In the process of establishing these functions, we
obtained non-differentiable functions (in the classical sense). Therefore, a non-smooth modeling
analysis was used. From the obtained results, it is possible to affirm that the optimal moment of
substitution is unique. It has also been found that there may be equipment with no optimum moment for
replacement. Moreover, it was also possible to formulate a model to calculate the optimum moment of
equipment substitution by continuous function, according to the maintenance costs, the acquisition
value, the depreciation rate and the discount rate.

Keywords: Economic life of physical assets. Replacement. Life-cycle cost. Engineering economic.
Physical assets management. Maintenance.
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1 INTRODUCAO

Os problemas de substituicio de equipamentos, 0s quais envolvem a
determinacdo do momento O6timo de reposicdo de ativos fisicos e também a
determinacdo de vida econbmica, sao classicos na engenharia de producdo e na
econdmica, oriundos da década de 1950. Uma abordagem na resolugdo desses
problemas é utilizar algoritmos de programacdo dinamica, segundo os autores
Bellman (1955), Waddel (1983), Nakagawa (1984), Hartman (2004), Abensur (2015)
e Cesca (2017), enquanto outra é utilizar indicadores de fluxo de caixa de acordo com
Alchian (1958), Longo; Zaboneti (1989), Sullivan et al (2002) e Dhillon (2010). Por
ambas as técnicas, as premissas do problema — como, por exemplo, tempo, custo de
aquisicdo e custos de manutencdo — sdo modeladas por modelos matematicos
discretos.

Entretanto, por meio de uma revisado de literatura feita pelos autores deste
trabalho, percebeu-se que a minoria dos trabalhos sobre esta tematica utilizou
modelos matematicos continuos. Em geral, quando foi feito uso de uma abordagem
continua, isso ocorreu considerando custos de manutencao e desvaloriza¢do do ativo
estocastico e modelado por movimento geométrico browniano, como por exemplo, em
Ye (1990), Mauer e Ott (1995), Fernandez (2001), Zambujal-Oliveira e Duque (2011)
e, mais recentemente, em Yatsenko e Hritonenko (2017) e Riechi et al (2017)

Ainda na pesquisa de trabalhos sobre esse tema na literatura, os autores deste
trabalho levantam alguns questionamentos sobre o estado de arte que envolve o
problema de substituicdo de equipamentos. Percebeu-se que nos trabalhos
encontrados, em relagcdes as premissas classicas dos modelos substituicdo de
equipamentos, h& lacunas sobre as condi¢des de existéncias e unicidades dos pontos
de vida econdémica e momentos 6timos de reposicao de ativos.

Mais especificamente, (1) ndo foram encontrados, na literatura, modelos que
determinam se ha mais de um ponto de vida econdémica, isto €, ndo foi demonstrado
se é possivel existir mais de um momento 6timo de substituicdo. N&o s6, mas também
(2) questiona-se se seria possivel existir algum ativo fisico que nunca sera substituido,
isto é, sua curva de custo de propriedade nao atinge um ponto minimo, o qual implica
na vida econdémica, ou seja, 0 momento 6timo de substituicdo. Sendo assim, se
conjectura se, com um tratamento matematico mais sofisticado, seria possivel
responder 0s questionamentos levantados pela reviséo bibliogréfica.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Para uma empresa, um ativo fisico € um bem. Logo, o0s principais ativos fisicos
sdo maquinas, prédios, veiculos, equipamentos, sistemas de software. Para o
funcionamento desses ativos ndo serem comprometidos sao necessarias
manutencdes de carater preditivo, preventivo e também, quando necessario, corretivo,
as quais apresentam custos. O conhecimento desses custos € importante, uma vez
que, com o passar do tempo, esses podem aumentar e equivaler a varias vezes o
valor do custo de aquisicdo do ativo (BROWN; YANUCK, 1985). Dessa forma, a
aquisicdo de um ativo ndo deve ser decidida mediante apenas ao seu custo de
aquisicdo, mas por meio de um estudo que leve em conta as despesas de manutencao
ao longo de toda sua vida util inclusive (DHILLON, 2010).

Se um ativo for mantido por um periodo longo, as despesas de manutencao
terdo valores muito elevados. Por outro lado, se o ativo for trocado prematuramente,
o0 custo de capital ndo tera sido amortizado. Logo, parte do investimento na aquisicao
do ativo sera perdida (MARQUES, 2003), (ADKINS; PAXSON, 2013), (CESCA, 2017).
Sendo assim, convém determinar o0 momento ideal de troca de equipamentos.
Portanto, surge o conceito de vida econémica, o qual é o periodo 6timo de uso do
ativo.

O procedimento tradicional para encontrar a vida econémica se da por meio de
indicadores de fluxo de caixa. De acordo com Ross et al (2002), a demonstragdo em
fluxo de caixa ajuda a explicar a variagdo dos saldos de caixas e aplicacoes
financeiras. Esta metodologia é utilizada para facilitar a avaliacdo do impacto das
entradas e saidas de caixa em diferentes anos. O critério mais utilizado consiste na
Anuidade Equivalente (AE), também chamado de Custo Anual Uniforme Equivalente.
A proposta deste critério baseia-se em converter os valores de um fluxo de caixa
irregular em uma série de pagamentos uniformes idénticos. Assim, o valor de
anuidades equivalentes informa o quanto € gasto por ano com o ativo. Este critério é

calculado por meio da equacgéao (1).

AE(m) =VPL* |y (1)

ix(1+0)" l
Na equacédo (1), i representa a taxa minima de atratividade, n € o prazo de
duracédo do projeto e VPL (valor presente liquido) abarca o somatorio das entradas e

saidas de caixas descontadas para a data zero pela taxa i.
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Com o critério anuidade equivalente fundamentado, definem-se alguns
conceitos: custo equivalente de capital, custo equivalente de manutencdo e, por
ualtimo, custo equivalente de propriedade. Todos esses conceitos, baseados em Park
(2002), foram utilizados para a metodologia deste artigo na se¢éo seguinte.

e Custo equivalente de capital (CEC): O custo de capital possui duas componentes:
custo de aquisicao (CA) e valor residual (VR(n)) do ativo, sendo que o primeiro
possui um valor fixo e o segundo é variavel em relacdo ao tempo. Calcula-se a
diferenca das anuidades equivalentes de cada uma das componentes, conforme

a equacao (2).

i+ (1+0)" ) (CA B VR(n) ) @)

CEC(n) = <m (1+0)n

e Custo equivalente de manutencédo (CEM): Para encontrar o custo equivalente de
manutencao, primeiramente é necessario calcular o valor presente do somatorio
da série de custos de manutencao (CM(n)) ao longo do tempo. Feito isso, calcula-
se a anuidade equivalente do valor encontrado, conforme é possivel ver na

equacao (3).

i*(1+i)”>< CM(n)) 3)

CEM(n) = <(1 Tr—1)\L @+ )n

e Custo equivalente de propriedade (CEP): O custo equivalente de propriedade de
um ativo € a soma dos custos de capital e de manutencdo em anuidades
equivalentes, ou seja, a soma das funcdes CEM(n) e CEC(n) conforme é possivel

ver na equacao (4).

cepen = (S (ca- L) 5 CMO))

E possivel ver na Figura 1 uma representacéo grafica de como se comportam

as curvas.
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Figura 1 — Modelo para estimativa de vida econémica
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Fonte: Os autores

Na Figura 1 encontram-se 0s custos (no eixo vertical) das trés variaveis ao
longo do tempo (no eixo horizontal). E possivel ver, o custo equivalente de
manutengcdo aumenta com o tempo, enquanto o custo equivalente de capital diminui,
sendo que a soma de ambas as curvas resulta na curva de custo equivalente de
propriedade do ativo. Nesta curva, o ponto de valor minimo representa o periodo 6timo
de uso do ativo; isto €, a vida econémica do ativo, a qual, para o exemplo € de cinco
anos. Assim, este € o periodo 6timo em que um ativo deve ser utilizado.

Apresentado este referencial tedrico, os autores colocaram algumas questées
gue surgiram ao longo dessa pesquisa bibliografica, tais como: (1) O ponto de vida
econdmica é unico? Isto é, seria possivel existir mais de um ponto de vida econémica
na curva de custo de propriedade? (2) Quais as condi¢cdes para existir um ponto de
vida econémica? (3) E possivel encontrar um ponto de vida econémica para todos os

ativos fisicos?

3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Para responder as questdes levantadas no final da se¢ao anterior, os conceitos
anteriormente apresentados serdo formalizados por fungcbes matematicas continuas,

a fim de que haja mais rigor por meio de fundamentos do calculo para responder tais
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questbes. Estas funcbes ndo sdo do tipo diferenciaveis (no sentido classico),
demandando uma analise ndo suave.

Dessa maneira, 0s seguintes modelos sao formalizados:

e Curva de custo equivalente de capital, conforme mostra a equacéao (5).

r

CEC = ( e”> (A—R(t) xe™™) (5)

et —1

e Curva de custo equivalente de manutencédo, conforme mostra a equacao (6).

r

e
CEM=<

™) f M) e dt (6)

Nas quais:

T—1 . . a . .
o (e—l e”) € o fator de equivaléncia de fluxo de caixa presente em anuidades

ert—
regulares para o caso continuo. Além disso, r é a taxa de juros, tal que 0 < r <
1.

e M(t) representa os gastos de manutencao ao longo do tempo. Essa funcao pode
ser encontrada por meio de regressao linear a partir de coleta de dados de custos
de manutengbes de ativos. Além disso, € aceitavel que M(t) seja linear e
crescente, uma vez que um dos pressupostos dos custos de manutencao é que

estes sejam maiores a cada ano. Por isso, define-se M(t) = at, com a > 0.
Entretanto, M (t) pode assumir outras formas, sem perda de generalidade
para as equagdes, uma vez que a integral fot(M (t) xe ") dt representa a

transformada de Laplace da funcéo M(t) (BUSER, 1986).
e A representa o custo de aquisi¢cao do ativo;

e R(t) € o valor de revenda do equipamento no ano de substituicdo t. Uma vez
que ativos sdo vulneraveis a depreciagdo fisica, espera-se que R(t) seja
decrescente. Contudo, R(t) € sempre positiva. Afinal, € impossivel o ativo ter
valor negativo. Assim, a funcao é definida da seguinte forma:

R(D) = {A I)bt 'O,féjﬁ/b
cadaanoeb >0eA>0.

, tal que b é a taxa de desvaloriza¢éo do ativo a
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Em relagéo ao comportamento da funcéo R(t), percebe-se que ndo se trata de
uma funcao analitica. O motivo da escolha desta funcéo para modelar o valor
de renda de ativos fisicos foi que com esta funcéo fica determinada a funcéo
de vida econdmica para o caso mais dificil de modelar. Caso se encontre
empiricamente alguma outra funcdo de valor de revenda analitica, a
modelagem se torna mais facil. De qualquer forma, a formulacdo sugerida aqui

neste artigo, modela ambos os casos de a funcdo R(t) ser ou ndo analitica.

Assim, o custo equivalente de propriedade (CEP) fica formalizado da seguinte

forma:

(er _ 1) % ert

l * <jt(M(t) xe ") dt + A — R(t) * e‘”)
0

Logo, define-se a equacéo (7):

AE(t) = I(er%iertl *(jot(M(t) xe ) dt + A — R(t) *e—”> 7)

Ocorre que, dado o comportamento de R(t), o qual ndo € diferenciavel em t =
A/b, convém analisar o modelo na equacéao (7) em duas partes, sendo o Regime 1,
0<t< A/b’ e 0 Regime 2, t > A/b' Dessa maneira, a equacédo (7) é reescrita da

seguinte maneira:

AE(t)
(e” —1)*ert] < tM eV dt 4 A — R(E) # _rt> 0 A
[ fo( (t) xe ") dt + (&) *e ,0<t< /b @)
_ rt t
[(e Dee ] <f (M(t)*e‘”)dt+A> 24/
0

Sendo a primeira parte referente ao Regime 1 e a segunda ao Regime 2.

E importante comparar a equacdo (1) com a (7). Na primeira, é calculada a
anuidade equivalente em funcéo de n de forma discreta. Sendo assim, AE (n) ndo esta
definida para n = 0.Ja na segunda equacdo, AE(t) é continua. Dessa maneira,

embora haja um “salto” em t = 0, como lim AE(t) = AE(0), entdo AE(t) € continua em

t = 0. Além disso, é importante observar que 11m AE(t) = 11m AE(t). Portanto, a

f—>3 t_>5

funcédo é continuaemt = A/b.
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3.1 Modelagem no Regime 1

Nesta secdo estabeleceu-se uma analise para a equacdo de anuidade
equivalente para o Regime 1, ou seja, paraquando 0 <t < A/b' Assim, simplificando

a equacao (8) referente ao Regime 1, obteve-se a seguinte expressao, definida pela

equacao (9):

()=

Em seguida, derivou-se a funcdo para encontrar os pontos criticos e depois

ta+ ArZ) 9)

avaliar se estes sdo pontos de minimo, conforme é possivel observar na equacéo (10).
dAE ( (e"—1)

d—t(t) = m) (e”(rt - 1) + 1)(61 - bT') (10)

P . ~ dA
Nesse caso, ha duas situacGes em que d—tE (t) =0:

1) (a—br)=0.
Esta solucao implica em AE'(t) = 0, para qualquer t pertencente ao dominio de
AE. Logo, qualquer t no dominio de AE € ponto critico. Contudo, para um ponto
critico AE(t,) ser avaliado como minimo de uma funcéo é necessario que ocorra
AE"(t,) > 0 e AE'(t,) = 0. Como neste caso AE''(t) = 0, é possivel concluir que
esta situacdo ndo é valida como minimo da funcéo AE (t) em problemas de vida

econdmica.
2 (e"@rt-1D+1)=0
Nesta situacdo, ocorre que (e™(rt—1)+ 1) =0, quando t= 0. Contudo,
guando se analisa a equagédo (10) por completo, tem-se % ou seja, uma
indeterminacao.
Posteriormente, prosseguiu-se o estudo da fungcdo AE(t) no Regime 1,
analisando se ela possuia comportamento crescente, decrescente ou constante neste

intervalo. Sendo assim, foi possivel reescrever a equacdo (9) de acordo com a

seguinte forma:

AE(E) = (Q) (a+ Ar?) + ((err; 1)) (rtgtr_—la))

Depois, foram definidas as seguintes fungdes f(t) e g(t) no intervalo de 0 <

t <A/b:

Revista Producgédo Online. Florianépolis, SC, v. 18, n. 3, p. 850-874, 2018.
857



£ = (#) (a + Ar?) (11)

r—1
g(t) = ((e — )) (e,,tr 2 1) (br — ) (12)
Tais que,
AE(t) = f(8) + g(8) (13)

Na equacao (11), f(t) € sempre constante para qualquer valor de t. J& na
equacao (12), por sua vez, g(t) varia conforme o valor de t. Logo, convém analisar o
comportamento desta ultima funcdo. Para analisar o comportamento de uma funcao,
convém sempre deriva-la, conforme evidenciado na equacao (14).

(err——zl)r (a=br)(e™(rt—1)+1) (14)

90 -

Ocorre que o termo (e™(rt —1) + 1) é sempre positivo para t = 0. Sendo
assim, o comportamento de g(t) depende exclusivamente de (a — br), tal que b é a
taxa de desvalorizagéo do ativo, r a taxa de desconto utilizada e a o coeficiente da
funcdo de custos de manutencéo M(t). Dessa maneira, se br = a, ou se br > a, ou
se br <a, a fungdo g(t) possui 0 seguinte comportamento, conforme pode ser
observado em (15):

br =a, g(t) - constante
br > a, g(t)— decrescente (15)
br <a, g(t) - crescente

Consequentemente, como f(t), na equacgéo (11), é constante, a equacao (13),
da funcao AE(t), possui 0 mesmo comportamento de g(t). Portanto, no Regime 1,

AE (t) possui uma das trés seguintes possiveis fungcdes, conforme é possivel ver na

Figura 2.

Figura 2 — Comportamento da funcdo AE (t) no Regime 1

AE AfE / we? AE
s , :
A LY. b
Constante Crescente !,‘.'-:ref.rcn.‘a

Fonte: Os autores

Na
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Figura 2, ficam evidenciados os possiveis comportamentos da funcdo AE (t) na
regido de 0 <t < A/b, 0s quais sdo crescente, decrescente e constante. Contudo, o
comportamento constante da funcéo néo é observavel para um caso real. Ocorre que
a — br = 0, entdo tem-se que, conforme a equacao (16):
a=br (16)

A equacdo (16) é representada graficamente, conforme é possivel ver na

Figura 3.

Figura 3 — Representacdo da equacao (16) no plano

br

Fonte: Os autores

Na Figura 3, é possivel observar o plano formado pelos eixos com os valores
de a e br. Percebe-se que qualquer ponto acima da reta implica em br > a, ja qualquer
ponto abaixo da reta implica em br < a e, por ultimo, qualquer ponto na reta implica
em br = a.

Em um plano toda reta tem area nula, enquanto o plano tem area infinita. Logo,
a chance de um ponto cair aleatoriamente na reta € nula. Por isso, a probabilidade de
a funcdo AE (t) ser constante no Regime 1, para um caso real, é zero. Assim, conclui-
se que a funcao AE(t) no intervalo [0,A/b[ possui um comportamento ou crescente

ou decrescente.

3.2 Modelagem no Regime 2

No Regime 2, foi analisado o comportamento da funcdo AE(t) para t > A/b'

Sendo assim, definiu-se a equacéo (17), simplificando a equacéo (8) para esta regiao:
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(-1+e€")

AE(t) = Ciree (e (a + Ar?) — a(1 +rt)) (17)
Calculando a derivada de (17) para encontrar 0s pontos criticos, temos que:

dAE (-1+e") 5

W(t) = m (a - ert(_art + a + AT‘ )) (18)
Dessa maneira, a fim de facilitar o entendimento, define-se:

h(t) = (a—e™(—art + a + Ar?)) (19)
dAE _ (—1+e")

tal que, —(t) = e h(t)
Entdo, como % > 0, para qualquer valor t em t > A/b, entdo se calcula

h(t) = 0, a fim de encontrar os pontos criticos da equacéao (18).

Sejam

Ar?
T=rtec=—.
a

Dessa maneira, reescreve-se a equacao (19) da seguinte maneira:
h(t)=1—-e"(-1+1+¢) (20)
Destarte, iguala-se a equacéao (20) a zero, com a finalidade especifica de se
identificar os pontos criticos nela.
1—-e'(—-t+1+4+c¢c)=0.
Resultando em:
1—e"+1e’
c=——— (21)
Assim, foi possivel definir a seguinte fung¢éo p(t), conforme é possivel ver na
equacao (22):
1—e"+71et
PO = — (22)
Logo, a funcéo h(t), na equacao (19), é nula se, e somente se, p(t) = c.
Nisso, pode-se afirmar a seguinte relacdo: se p(rt,) = c, entdo t, > A/b, segue

que:

A A A 2 A A\ 4
to>;<=>rt0>r;(:>p(rt0)>p(r5)(:>c>(1—e btroxe b)e b & >

A 2 A 2 A
(e‘r3—1+ré)<=) AL>(e_TF—1+ré)=> AL>(e_T3—1+ril)(=>
b a b a b
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bAr?

b (e_r% — 1) + Ar ~e (23)
Dessa forma, concluiu-se que se existe um t,, tal que este seja solucédo da
equacao (19) e t, > A/b, entdo uma condicao para existéncia deste ponto na equacao
(19) pode ser expressa pela equacéao (23).
Por fim, o ponto critico encontrado — com o software Wolfram Mathematica 8.0,
pois se trata de uma funcdo ndo diferenciavel no sentido classico — é:

o T(c) Wo(=e“HD+c+1
B T B Tr
Por meio dessa estratégia, é possivel determinar o ponto critico de qualquer

(24)

ativo fisico, uma vez que se possuam os valores de A, r e a. Além disso, é importante
destacar que na equacéo (24), W, representa a parte injetora da funcdo multivalorada
W-Lambert (para mais informacfes sobre esta funcédo ver Corless et al (1996)).
Destarte, definiu-se o ponto de minimo do equipamento no Regime 2.

Na Figura 4 é possivel ver como se comportariam as possiveis curvas da
fungéo AE(t).

Figura 4 — Comportamento da fun¢do AE(t) no Regime 2

A = 2 Situagdo 2
4 Situagdo 1 AE ¢
AE
/
/
\ /
\\ /
N /
+ + > | } % > 1
A Tlelr Tlelr  A/B
AF Situagdo 3

+ > ¢t

A/l = Tlcl/r

Fonte: Os autores
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Na Figura 4, ficam evidenciadas as possiveis curvas da funcdo AE(t) no
Regime 2. Na Situacéo 1, T(c)/r > A/b. Logo, o ponto de vida econdmica esta no
Regime 2. Por outro lado, na Situacédo 2, T(c)/r < A/b. Logo, 0 minimo da funcéo ndo

esta no Regime 2. Por ultimo, na Situacao 3, T(c)/r = A/b, o ponto critico do Regime
2 esta no infimo do intervalo E' oo[.

Desse modo, fica definido e demonstrado todo o arcabouco tedrico do uso de
funcbes continuas para modelagem de problemas de substituicdo de equipamentos.
Os autores partiram dos modelos tradicionais discretos utilizados em uma vasta
literatura e os transformaram em funcdes continuas. Estas funcdes passaram a ser
do tipo nao diferencidveis no sentido classico. Dessa forma, foi conduzida uma analise
ndo suave das func¢des formuladas, a fim de obter um método quantitativo com mais
rigor dos conceitos de vida econdémica e reposicao de ativos para a tomada de decisao

em problemas de substituicdo de equipamentos.

4 ANALISE DE RESULTADOS

Na secéo anterior foi feita a modelagem para determinacdo dos pontos de vida
econdmica e reposicdo de ativos para o problema classico de substituicdo de
equipamentos por meio de fun¢des continuas e analise ndo suave. Dessa modelagem
€ possivel determinar dois resultados para os pontos de minimo no Regime 1 e no
Regime 2.

Para o Regime 1, no intervalo [0, A/b[, conclui-se que a fungédo AE(t) possui
um comportamento ou crescente ou decrescente. Portanto, o ponto de minimo da
fungéo, pelo Teorema de Weierstrass, encontra-se nos respectivos extremos do
intervalo de definicdo. Pelas equacdes (25) e (26) é possivel calcular os minimos.

Se a funcéo AE (t) for crescente, entdo, o seu minimo é dado pela equagéo (25)
abaixo:

AE(0) = (-1+ e?(b + Ar) (25)

Se a funcdo AE(t) for decrescente, entdo, o seu minimo € encontrado pela

equacao (26):
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Ar(—a + IZ;) 4 Ar? )
b (—1 +eb )

AE(A/D) = .

(-1+e")|a+

bAT?

, . ~ A
Ja para o Reglme 2, na regiao [—,00[, S€ —/——F—~——
b -r3
b(e b—1>+Ar

> a, a equacao AE(t) =

(—1+e")

CirerOn? e (a+ Ar?) —a(1+1t)) tem solugdo para t. Uma vez que esta solugdo

2
depende apenasde a,r e A, tal que ¢ = A%, por meio da funcdo T(c) = Wy(—e 1) +

T ~ . ~ ;.
c + 1 encontra-se o valor de t, tal que t = g Além disso, tal solu¢do é unica, uma

vez que AE(t) € decrescente em A/b <t <T(c)/r e é crescente emt > T(c)/r.

Em resumo, até agora se sabe que no Regime 1, o ponto de minimo se

encontra em uma das fronteiras do intervalo [O, A/b[' enguanto que no Regime 2, ou

o minimo se encontra na primei i o _ A
primeira extremidade, tal que — = /b, ou para algum valor

@ > A/ p- Estes calculos podem ser facilmente encontrados por meio dos parametros

iniciais de a, b, r e A, 0S quais representam, respectivamente, a taxa de crescimento
do custo de manutencdo do equipamento, a taxa de desvalorizagéo do ativo, a taxa
minima de atratividade adotada e o valor de aquisicdo do equipamento.

4.1 Analise das lacunas encontradas na revisao de literatura

Percebe-se que é possivel a existéncia de pontos de minimo nos dois regimes.
Sendo assim, urge que se analise ambos 0s regimes juntos e se compare 0s pontos
criticos de cada regido, a fim de se estabelecer qual o minimo comum as duas regides,
ou seja, o0 minimo global da funcdo. Este ponto sera o ponto de vida econémica do
ativo. Com essa analise, espera-se responder os questionamentos estabelecidos na
Introducao deste trabalho, isto €, (1) se o ponto de vida econdmica é unico, (2) se é
possivel existir algum ativo que ndo possui ponto de vida econbmica e, por fim, (3)
quais condi¢cbes podem ser estabelecidas para os parametros iniciais do modelo.

Para isso, primeiramente, serdo analisados os casos em que a funcdo AE(t) €

crescente no Regime 1. Dessa maneira, dado que AE(0) < AE (T(C)/r), entao
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—1+e")(b+Ar e’ —1 a+Ar?
( 3( )<( = )<a+Ar2+a*W0(—e_ a ))(:)

r(Ar + b) Ar? _, AT
—a <1+T+W0(—€ a)(:}

Ar*  br Ar? _q_Ar?
—+—<1+—+W0(—e a)<=>
a a a

br _q A
;—1<WO<—e a)(:)

a

Aplicando In em ambos os lados da inequacéo:

bry br_; _1-AT
In (1—;)ea >ln<e a)(:)

Entdo, pode-se deixar a inequagéo em funcdo do parametro A, multiplicando

ambos os lados da inequacgéao por =, entao:

a

b7 b

A>ln<1——)r—— (27)
a r

Logo, a equacédo (27) € uma condicdo, em funcédo do parametro A, para que
quando AE(t) for crescente no Regime 1, ou seja, br < a, 0 minimo no Regime 1 seja
menor que 0 minimo no Regime 2. Portanto, é possivel listar as seguintes situacdes

de ponto de vida econbmica:

a

e A<In (1 — %r)_ﬁ — -, se, e somente se, AE(0) > AE (T(C))

a
2

e A>In (1 —%r) " —2 se, e somente se, AE(0) < AE (T(C))
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e

—_ 9, se, e somente se, AE(0) = AE (@)
" T

. A=ln<1—%r)

Para ilustrar essas trés situacdes, foram estabelecidos trés possiveis casos de

analise de vida econdmica.

41.1Caso 1

e

b

Neste caso, ocorre que A <lIn (1—b—r)_ —-, Se, e somente se, AE(0) >

a
T(c) - ~ . T(c) . . 7 g
AE (T) Logo o minimo da fungéo AE(t) estaemt = —— NaFigura 5, h& um grafico

indicando o comportamento da funcéo.

Figura 5 — Gréafico de AE(t) parao Caso 1

Ak

Fonte: Os autores

4.1.2 Caso 2

a
Ja para o caso 2, ocorre que A > In (1 — %r) - g, se, e somente se, AE(0) <
T(c)

AE (T) Logo, o minimo esta em t = 0, conforme € possivel ressaltar na Figura 6.
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Figura 6 — Gréfico de AE(t) para o Caso 2
AE

| /
//\ / f

e

L~

\ ]
T T [
A/l Tic)fr

Fonte: Os autores

4.1.3 Caso 3

a
rZ

Para o caso 3, ocorre que A =In (1 - %) —g, se, e somente se, AE(0) =

AE (@) Logo, o valor minimo de AE(t) ocorre em ambos os pontos. Na Figura 7 é

possivel evidenciar como se comporta a funcdo ao longo do tempo.

Figura 7 — Gréafico de AE(t) para o Caso 3

AE

Afb Ticl#r
Fonte: Os autores
Para o caso 3, o valor do minimo € o mesmo nos dois regimes. Contudo, este
caso é improvavel de ocorrer. Assim como explicado anteriormente na Metodologia,

na Figura 3, € possivel, de maneira analoga, construir um plano, no qual um eixo é A
a

(lado esquerdo da desigualdade) e o outro eixo é In (1 — %r)_ﬁ —g (lado direito da

igualdade). Nisso, no plano, had a diagonal como espaco de eventos do Caso 3,
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enguanto ha um semiplano para o Caso 1 e outro para o Caso 2. Assim, 0S casos
provaveis sao apenas o Caso 1 e Caso 2. Portanto, fica demonstrado que o ponto de
vida econdmica, ou seja, 0 momento 6timo de substituicdo de ativos é Unico. Esta era
um dos objetivos deste artigo, conforme estabelecido na Introducédo deste trabalho.
Em seguida, buscou-se estabelecer dois casos, nos quais nédo ha solucédo no

Regime 2. Portanto, as solucdes estdo no Regime 1.

4.1.4 Caso 4

bAT?

A
ble b—-1|+Ar

ndo ha uma solugéo em t > A/b' Sendo assim, se br < a, a solugéo se encontra no

No caso 4, conforme explicado na Metodologia, ocorre que <a,

Regime 1, a qual é quando t = 0. Na Figura 8 abaixo, € possivel observar como se

comporta a funcdo AE (t) neste caso.

Figura 8 — Gréfico de AE(t) para o Caso 4

AE

v

il 1
| ]

Ticl/r  Asb
Fonte: Os autores

Percebe-se pela Figura 8 que com um ativo com esta curva de AE(t) o custo
equivalente de propriedade s € crescente, de tal forma que ndo ha um momento
Otimo para reposicéo deste ativo. Portanto, tem-se agora a resposta para mais uma
das lacunas levantadas na reviséo bibliografica, isto é, se seria possivel existir algum
equipamento que nado seria possivel modelar e definir um momento 6timo para sua

substituicao.
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415 Caso 5

bAT?

A
ble b—1|+Ar

Contudo, nesse caso a funcéo AE(t) é decrescente, ou seja, br > a. Logo, 0 minimo

Para o caso 5, de maneira similar ao Caso 4, ocorre que <a.

global da funcéo ocorre quando t = A/b’ conforme é possivel visualizar na Figura 9.

Figura 9 — Gréfico de AE(t) para o Caso 5

AE

I i >t

Ticlr  Afb
Fonte: Os autores
Além destes casos, é possivel estabelecer outro, no qual AE(t) no Regime 1

possui comportamento decrescente e, para o Regime 2, AE(t) admite solugdo em t >
A/b.

4.1.6 Caso 6

Por ultimo, no caso 6, a funcéo AE (t) é decrescente no Regime 1, ou seja, br >

bAT?

a. Além disso, para o Regime 2, ocorre que ————
b<e_TF—1)+Ar

> a. Logo, 0 minimo da

funcdo é em t = @ Na Figura 10, é possivel ver o comportamento da funcéo para

este caso.
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Figura 10 — Grafico de AE(t) para o Caso 6

AE

Afl Tich'r
Fonte: Os autores

Em resumo, pela analise de resultados foi possivel estabelecer seis diferentes
casos para comportamento das curvas de custos de propriedade equivalente por meio
da funcdo AE(t) para substituicio de ativos. Sendo assim, a metodologia
desenvolvida neste artigo conseguiu determinar uma curva de custo equivalente de
propriedade para o ativo pela funcéo AE(t), dividida em dois regimes, a qual determina
0s custos ao longo de cada periodo do ativo.

Por esses casos, conseguiu-se responder aos questionamentos levantados na
Introducédo deste trabalho. Pelos casos 1, 2 e 3 foi possivel concluir que o ponto de
vida econdmica € unico e pelo caso 4 foi possivel concluir que é possivel existir um
ativo que — dadas as condicdes iniciais de a, b,r e A — ndo € possivel determinar seu
momento 6timo de substituicéo

Além disso, também foi possivel responder a terceira lacuna encontrada na
revisdo de literatura, isto €, quais as condicfes podem ser estabelecidas para tomada
de decisdo de substituicdo de equipamentos. Assim, estabelece-se que por meio de
parametros iniciais a, b, r e A, 0S quais representam, respectivamente, a taxa de
crescimento do custo de manutencdo do equipamento, a taxa de desvalorizacdo do
ativo, a taxa minima de atratividade e valor de aquisicdo do equipamento, temos as
seguintes condicodes:

a
TZ

(1) coma>bret=>0,se A>In (1 —%T) —g, o minimo da funcdo é AE(0) =

(—1+e")(b+Ar),

r )
(2) seA<In (1 — %r)_? — g, 0 ponto de minimo de AE(t) € atingido em t = @

uma vez que, dada a funcdo AE(t), tal que ¢ = ATTZ, Wy(z) é a funcdo W de
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Lambert e

T(c) =Wy(—e 1)+ c+ 1, ttm-se as seguintes possibilidades de solucéo

para AE(t):
bAr? _ L .
e a>bre—r————<a,se,esomente se, 0 minimo de AE(t) é atingido
b(e_T3—1>+Ar
emt=0;
bAT? .o T
e a<bre————<a,se, esomente se, o minimo de AE(t) é atingido
b(e_T3—1>+Ar
emt=A/b;
bAr? ;o e
e a<br e f—r >a, se, e somente se, 0 minimo de AE(t) é

b(e _r3—1>+Ar

unicamente atingidoem t = T(c)/r.
4.2 Aplicagao

Considera-se para aplicacdo um exemplo de um ativo com 0s seguintes valores

de revenda e manuteng&do, ambos em func&o do tempo, conforme a Tabela 1.

Tabela 1 — Valores de manutencao e revenda para um ativo fisico

Ano Manutencao Revenda
0 R$ 0,00 R$ 75.000,00
1 R$ 3.100,00 R$ 52.000,00
2 R$ 6.200,00 R$ 29.000,00
3 R$ 9.300,00 R$ 6.000,00
4 R$ 12.400,00 R$ -
5 R$ 15.500,00 R$ -
6 R$ 18.600,00 R$ -
7 R$ 21.700,00 R$ -
8 R$ 24.800,00 R$ -
9 R$ 27.900,00 R$ -
10 R$ 31.000,00 R$ -

Pela Tabela 1, tem-se o custo de aquisicdo (4) igual a R$ 75.000,00, a taxa de
desvalorizagéo (b) a R$ 23.000,00, o coeficiente da funcdo de custo de manutencao
(a) (por regresséo linear simples) a R$ 3.100,00. Além disso, considera-se como dado

pelo problema a taxa de desconto (r) de 10%.

Revista Producgédo Online. Florianépolis, SC, v. 18, n. 3, p. 850-874, 2018.
870



Dessa maneira, como a > br, entdo AE(t) € crescente no Regime 1. Além

bAT?

disso, como —————
b(e_r3—1>+Ar

> a, ha ponto critico no Regime 2. Mais ainda, dado que 4 <

a
br\ 2 b ;o ~ P . P
In (l—f) " — -, 0 minimo global da funcdo estd no Regime 2. Na sequéncia,
aplicando os valores encontrados de a, b, r e A, é possivel determinar que, por meio

T(c) _ Wo(-e " H+ct1
ro T

da equacao (24) t = , a vida econbmica ocorre no ano oito com

valor de R$ 25.644,65. Na Figura 11 é possivel visualizar o comportamento da funcéo

AE(t) para este ativo.

Figura 11 — Comportamento de AE(t) para aplicagéo do artigo
38000 -

36000 +
34000 +
32000 ¢
30000 +

28000 +

26000

10 20 30 40 50
Fonte: Os autores
Na Figura 11 é possivel ver que nos primeiros anos a curva de custo de
propriedade do ativo € crescente. Depois, a partir do ano quatro, a curva se torna
decrescente, atingindo um minimo; isto €, a vida econdmica, no ano oito, cujo valor é

de R$ 25.644,65. Apos este ano, o custo de propriedade volta a crescer.
5 CONSIDERACOES FINAIS

As metodologias tradicionais aplicadas nos problemas substituicdo de
equipamentos sdo modelagem por programacéao dinamica e andlise de fluxo de caixa,
tal que ambas as abordagens utilizam modelos discretos. Nesse sentido, verificou-se
que héa lacunas sobre as condi¢cBes de existéncias e unicidades dos pontos de vida
econbmica e momentos Otimos de reposicao de ativos. Mais especificamente, (1) ndo
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foram encontrados na literatura trabalhos sobre a possibilidade de existir mais de um
ponto de vida econdmica, isto €, ndo foi demonstrado se é possivel existir mais de um
momento 6timo de substituicdo. Além disso, (2) também néo foi encontrado nenhum
trabalho sobre a possibilidade de existir algum ativo fisico que nunca seria substituido,
isto é, sua curva de custo equivalente de propriedade ndo atinge um ponto minimo.

Consequentemente, o0s autores deste trabalho tiveram como objetivo
preencher tais lacunas por meio de um novo modelo para tomada de decisdo em
substituicdo de equipamentos. Assim, iniciou-se a partir dos modelos tradicionais
discretos de fluxo de caixa, os quais foram transformados em funcfes continuas.
Estas funcdes passaram a ser do tipo ndo diferenciaveis no sentido classico. Dessa
forma, foi conduzida uma andlise ndo suave das fun¢des formuladas, a fim de obter
um método quantitativo com mais rigor dos conceitos de vida econémica e reposi¢ao
de ativos para a tomada de decisdo em problemas de substituicéo.

Pelos resultados obtidos, foi demonstrado que, para o problema de substituicdo
de equipamentos, ha um Unico ponto de vida econémica, isto €, um Unico momento
Otimo para substituicdo de equipamentos. Mais ainda, foi também demonstrado que é
possivel existir um modelo para um ativo que ndo atingira um momento 6timo para
reposicdo. Este serd o caso de um ativo com curva de custo equivalente de
propriedade crescente.

Por fim, foi possivel formular um modelo para calcular o ponto de minimo na
curva de custo equivalente de propriedade, ou seja, 0 momento 6timo de substituicdo
de equipamentos. Isso ocorreu por meio dos parametros iniciais do modelo: (1) taxa
de crescimento do custo de manutencdo do equipamento, (2) valor de aquisi¢éo, (3)
taxa de desvalorizagéo e (4) taxa minima de atratividade.
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