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Resumo: Este artigo investiga o Problema de Estratificacdo de Unidades Primarias de Amostragem
(PEUPA), um caso real e de elevada complexidade computacional, formulado como um Problema de
Agrupamento Capacitado. Foram desenvolvidas e avaliadas multiplas abordagens de otimizagéo,
incluindo a Heuristica da Envoltéria Convexa, quatro metaheuristicas baseadas no Otimizador de
Chaves Aleatérias (BRKGA, ILS, LNS e VNS), um algoritmo GRASP e duas formulagdes de
Programacgéo Matematica. Experimentos computacionais conduzidos com 30 instancias reais do Censo
Demografico 2022, de diferentes portes, foram analisados por meio de Testes de Hipoteses —
especificamente, o Teste de Friedman (ndo paramétrico) e o Teste de Wilcoxon pareado com Corregéo
de Bonferroni —, revelando diferencas estatisticamente significativas entre as abordagens. Os
resultados demonstram a superioridade e a estabilidade do GRASP frente as demais técnicas,
consolidando-o como uma solugéo eficiente e promissora para a resolugdo do PEUPA em contextos
praticos de amostragem estatistica.

Palavras-chave: Amostragem. Agrupamento. Metaheuristicas. Programacao Matematica.
Otimizagao.

Abstract: This article tackles the Primary Sampling Units Stratification Problem (PEUPA)—a complex
real-world challenge—by formulating it as a Capacitated Clustering Problem. Several optimization
approaches were developed and evaluated, including the Convex Hull Heuristic, four metaheuristics
leveraging the Random-Key Optimizer framework (BRKGA, ILS, LNS, and VNS), a GRASP algorithm,
and two Mathematical Programming formulations. Computational experiments on 30 real instances from
the 2022 Demographic Census database, encompassing diverse problem sizes, were assessed through
rigorous Hypothesis Testing, including the non-parametric Friedman Test and the pairwise Wilcoxon
Test with Bonferroni Correction. The results consistently demonstrate that GRASP outperforms the other
approaches, providing a stable, efficient, and practical solution for the PEUPA in statistical sampling
applications.
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1 INTRODUGAO

Vivemos na era da informagéao e do Big Data (Tosi, 2024), em que os institutos
de estatistica oficial produzem e disponibilizam, diariamente, uma grande quantidade
de dados e estatisticas, obtidos mediante a realizacdo de suas pesquisas amostrais e
levantamentos censitarios. Tais estatisticas sao utilizadas para os mais variados fins
pelos governos, pesquisadores e populagcdo em geral. Em especifico, no caso do
Brasil, os gestores municipais, estaduais e federais, uma vez providos de tais
informacdes, tém a possibilidade de planejar e implementar diversas politicas publicas
que proporcionem o bem-estar geral para a populacdo, traduzido, por exemplo, em
melhorias na educagédo, seguranga publica e saude (Bispo Dos Santos, 2025; Batista
et al., 2016; Mendes, 2015)

Considerando esta grande demanda, aliada a utilidade dessas informacgdes, os
institutos oficiais de estatistica tém buscado, cada vez mais, o aprimoramento de suas
metodologias de pesquisa, atentando ao equilibrio em um bindmio que abarca a
qualidade - traduzida em estatisticas precisas e acuradas - e as restricoes
orgamentarias impostas. Ainda neste sentido, o "sucesso" no equacionamento deste
bindmio tem um reflexo direto na implementacao de planos amostrais de qualidade e
na consequente realizagao das pesquisas (Cochran, 1977; Lohr, 2021).

A depender do objetivo da pesquisa, da populagdo alvo (Bolfarine; Bussab,
2005) a ser investigada, do orcamento disponivel, da precisdo definida e do cadastro
para selegdo da amostra, podem ser adotados/combinados diferentes esquemas de
amostragem como, por exemplo, Amostragem Aleatéria Simples, Amostragem de
conglomerados ou a Amostragem Estratificada (Cochran, 1977; Lohr, 2021).

Em particular, a aplicaggo de um Plano Amostral com Amostragem
Estratificada (AE) exige a definicdo prévia de estratos, que correspondem a grupos
mutuamente exclusivos e constituidos por unidades de amostragem como, por
exemplo, Setores Censitarios’, que apresentem alta homogeneidade (baixa variancia
interna). Além disso, em algumas pesquisas, por considerar questdes operacionais

e/ou metodoldgicas, tais estratos devem conter um nimero minimo de unidades.

' Unidade territorial de coleta e divulgagédo de dados estatisticos do IBGE.
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Um exemplo de problema em que este tipo de restricado aparece diz respeito a
Amostra Mestra (IBGE, 2007; Malaguti; Alves, 2024), que corresponde a um conjunto
de unidades de area selecionadas de um cadastro, segundo um método probabilistico
de selecdo. Ao definir uma amostra mestra tem-se, como objetivo, selecionar
subamostras para as diversas pesquisas como, por exemplo, aquela utilizada pelo
IBGE na realizagdo da PNAD-Continua (IBGE, 2023).

Em uma das etapas de definicho da amostra mestra, devem ser formados
estratos constituidos por, pelo menos, 150 Unidades Primarias de Amostragem
(UPAs). Ainda neste sentido, tais estratos devem ter alto grau de homogeneidade —
associado ao menor valor possivel de uma expressao de estimador de variancia
(IBGE, 2007; Albieri; Dias, 2017). Assim, define-se o Problema de Estratificacdo de
UPAs, referido neste artigo como PEUPA.

Esta aplicagdo real pode ser mapeada em um Problema de Agrupamento
Capacitado (PAC), cuja funcédo objetivo € nao linear (variancia do estimador) e a
restricdo de capacidade esta relacionada ao numero minimo de UPAs por estrato.
Assim como outros problemas de agrupamento, o PAC é de dificil resolugéo
computacional, caracteristica que demanda, com frequéncia, a combinagdo de
abordagens hibridas de otimizagao, envolvendo, por exemplo, o uso de formulagbes
(Negreiros et al., 2022) e algoritmos heuristicos baseados em metaheuristicas como
Busca Tabu, GRASP e Algoritmos Genéticos, dentre outras, conforme apresentado
no survey de Levin (2024).

Considerando a relevancia e a complexidade do PEUPA, este artigo traz a
proposta de um conjunto de algoritmos baseados em: (i) metaheuristica GRASP
(Resende; Ribeiro, 2016); (ii) adaptagdo da heuristica da envoltéria convexa (HEC)
(GUIGNARD; AHLATCIOGLU, 2021) e (iii) metaheuristicas (Marti; Pardalos;
Resende, 2018) Biased Random-Key Genetic Algorithm (BRKGA), lterated Local
Search (ILS), Large Neighborhood Search (LNS) e Variable Neighborhood Search
(VNS).

Em particular, os algoritmos derivados dessas metaheuristicas, foram
adaptados e implementados a partir da combinacdo de um conjunto de
procedimentos, disponiveis no Otimizador de Chaves Aleaté6rias (OCA), proposto em

(Chaves et al., 2024). Complementarmente, foram implementadas duas formulagdes
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para o PEUPA, sendo uma de programacéao linear inteira mista e a outra de
programacgao quadratica inteira.

Considerando o exposto nesta secdo, o objetivo deste trabalho consiste em
investigar diferentes abordagens de otimizacdo aplicadas ao Problema de
Estratificacdo de Unidades Primarias de Amostragem (PEUPA), incluindo formulagdes
de programacéao linear inteira, heuristica e metaheuristicas. Busca-se avaliar a
capacidade dessas abordagens em produzir estratos homogéneos, respeitando as
restricdes operacionais do PEUPA, bem como comparar seu desempenho
computacional em instancias reais derivadas do Censo Demografico de 2022.

Além da introducéo, este artigo esta dividido em mais quatro se¢des. A segao
dois traz uma descricdo do PEUPA e a sua relagdo com o problema de agrupamento
capacitado, além de uma revisdo da literatura. A secdo trés detalha o algoritmo
GRASP, o algoritmo baseado na HEC e finaliza apresentando uma visdo geral do
OCA, incluindo os procedimentos de uso comum nas quatro metaheuristicas utilizadas
neste trabalho, o decodificador proposto e a fungao de penalidade adotada. A secao
quatro traz um conjunto de resultados computacionais e analises estatisticas,
derivadas da aplicagcao dos seis algoritmos e das duas formulagdes em um conjunto
de 30 instancias, construidas a partir de dados do censo demografico de 2022 -
disponiveis no site do IBGE. Por fim, a se¢do 5 traz as conclusdes e futuros

desdobramentos do trabalho.

2 AMOSTRA MESTRA E O PROBLEMA DE ESTRATIFICAGAO DE UNIDADES
PRIMARIAS DE AMOSTRAGEM

Durante a fase de planejamento das pesquisas, as equipes técnicas dos
institutos de estatistica tém, como uma de suas tarefas, definir as amostras levando
em conta, por exemplo, o cadastro, o orcamento disponivel e o nivel de preciséo,
definido previamente e relacionado as estatisticas que serdo produzidas a partir da
aplicagdo das pesquisas. Para alcangar tal objetivo de forma eficaz, utiliza-se a
amostragem probabilistica (Lohr, 2021; Bolfarine; Bussab, 2005; Cochran, 1977), que
abarca uma série de métodos, incluindo a amostragem aleatéria simples (AAS) e a

amostragem estratificada (AE).
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Em particular, visando melhorar a precisdo das estimativas que serao
produzidas para a populagdo que sera investigada, além de atender questbes
administrativas, elabora-se um plano amostral que contemple a amostragem
estratificada (Lohr, 2021; Bolfarine; Bussab, 2005; Cochran, 1977). Neste tipo de
amostragem, a partir das informagdes da populagao disponiveis no cadastro - insumo
indispensavel as etapas de planejamento e aplicagdo da pesquisa -, a populagao é
dividida em grupos mutuamente exclusivos, denominados estratos.

No ambito do IBGE, conforme descrito em IBGE (2023) e IBGE (2007), a
Amostragem Estratificada é utilizada, por exemplo, na definicdo de grupos de UPAs,
o que implica resolver o PEUPA. Este problema € abordado na etapa de planejamento
de pesquisas domiciliares, com o objetivo de integrar algumas pesquisas realizadas
pelo IBGE. Mais especificamente, trata-se da utilizagcdo de um unico cadastro de
selecdo e de uma amostra comum, chamada de Amostra Mestra (Malaguti; Alves,
2024), composta por um conjunto de unidades de area selecionadas a partir de um
cadastro, utilizando um método probabilistico de selegéo (Bolfarine; Bussab, 2005). A
partir dela é possivel formar subamostras para atender a diferentes pesquisas. Nesta
amostra, as UPAs correspondem a agrupamentos de setores censitarios, que sao
definidos com base em critérios especificos, conforme discutido em IBGE (2007) e
Albieri e Dias (2017).

A utilizacdo de uma amostra mestra corresponde a uma pratica adotada por
diversos institutos oficiais de estatistica ao redor do mundo, com o objetivo de
racionalizar custos e melhorar a qualidade das pesquisas domiciliares. Em Malaguti e
Alves (2024) sao citados exemplos sobre a tentativa de implementacdo de amostras
mestras pelo Statistics South Africa, pelo National Statistics Office das Filipinas, pelo
Bangladesh Bureau of Statistics e pelo Statistics Canada. Também na Argentina, o
Instituto Nacional de Estadistica y Censos (INDEC) utiliza uma amostra mestra
probabilistica, conglomerada e estratificada por areas, sendo as UPAs definidas por
aglomerados urbanos e as unidades secundarias sao setores censitarios,
selecionados com base na quantidade de moradores (Muifios, 2018). Ja na Colémbia,
o Departamento Administrativo Nacional de Estadistica (DANE) mantém um Cadastro
Mestre atualizado, e utiliza uma amostra probabilistica e estratificada (Dane, 2016).
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No caso do Brasil, o IBGE deu inicio a um projeto de reformulacdo de suas
pesquisas domiciliares amostrais durante os anos 2000, tendo em vista uma crescente
demanda por informagdes socioecondmicas e demograficas vinda dos mais diferentes

setores e grupos, incluindo, por exemplo, gestores e pesquisadores.

A Amostra Mestra do IBGE é planejada com base em informagdes obtidas
nos censos demograficos, e € amparada na Base Territorial (que contém
todos os setores censitarios) preparada para cada censo. Decorre entdo que
qualquer avango metodoldgico dos censos sera refletido na Amostra Mestra
e, subsequentemente, nas pesquisas amostrais domiciliares (MALAGUTI;
ALVES, 2024).

Em uma etapa importante, relativa ao planejamento da Amostra Mestra, deve-
se definir os estratos estatisticos, cada um composto por um numero minimo de UPAs,
tendo como referéncia a avaliagcdo de uma expressao de variancia que deve ser
minimizada, de forma a garantir a produgédo de estratos mais homogéneos?. Mais
especificamente, cada estrato deve ter, pelo menos, 150 UPAs, sendo a alocagao das
UPAs aos estratos efetuada mediante avaliacdo da variancia do estimador de total da
renda domiciliar (IBGE, 2007; Albieri; Dias, 2017), considerando o plano amostral
normalmente adotado em pesquisas domiciliares, qual seja, a amostragem
conglomerada (Cochran, 1977; Lohr, 2021) com selecdo de UPAs com probabilidade
proporcional ao numero de Domicilios Particulares Permanentes (DPPs).

Em resumo, busca-se minimizar a expressao de variancia definida em (1), que
contempla a soma das variancias Vi (definidas por (2)-(3)) dos estratos denotados por
En (h=1, ..., L), sendo Ni e Njiguais, respectivamente, ao niumero de DPPs? na i-ésima

e j-ésima UPAs e Y, e Yjiguais a renda total domiciliar na i-ésima e j-ésima UPAs.

d (1)

h=1
2
Vh = z dl] ( )
Vi,jEER
tal que
Y, %\’ 3)
dij = NiN; NN,

2 Implica produzir estatisticas com maior preciséo a partir das amostras de UPAs selecionadas dos
estratos.

3 Numero de domicilios particulares permanentes. Correspondem a construgdes destinadas a servir
de moradia a uma ou mais pessoas € que, na data de referéncia do censo, eram utilizadas como tal.
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Considerando esta definicao, o PEUPA pode ser mapeado em um conhecido
problema da literatura, qual seja, o problema de agrupamento capacitado com soma
minima de distédncias (PACSMD) (Levin, 2024). O problema de agrupamento
capacitado (PAC) (Levin, 2024; Zhou et al., 2018; Martinez-Gavara et al., 2017) ja é,
por si s0, de dificil resolugao computacional (Mulvey; Beck, 1984) e que, por sua vasta
aplicabilidade, tem sido muito estudado nas ultimas décadas. O problema de
agrupamento com soma minima de distancias (PASMD) € abordado, por exemplo, em
Hansen e Jaumard (1997), que traz uma discussdo de como certos problemas de
agrupamento sao formulados a partir de modelos de Programacgao Inteira,
Programacédo Linear e Programacdo Quadratica. O PASMD também possui
abordagens para sua resolugao por meio de algoritmos baseados nas metaheuristicas
VNS, AG e GRASP (Brito; Brito, 2008; Nascimento; Toledo; Carvalho, 2010; Serpa,
2011).

Em Levin (2024) é apresentado um survey que traz uma descricdo completa
desses trés tipos de problemas, além de outros problemas de agrupamento correlatos
e um substancial conjunto de referéncias com variadas abordagens, incluindo
algoritmos baseados nas metaheuristicas VNS, GRASP e Busca Tabu, dentre outras.
Adicionalmente, em Albieri e Dias (2017) e Brito, Montenegro e Freitas (2011) podem
ser encontradas abordagens heuristicas, baseadas na metaheuristica ILS e em
Otimizagdo Microcanénica (Montenegro; Torredo; Maculan, 2003), propostas para a
resolugao do PEUPA.

Por fim, em Negreiros et al. (2022) é apresentada uma revisdo ampla de
modelos de agrupamento capacitado aplicados a diversos problemas reais. Os
autores propdem diferentes formulacbes matematicas que agregam restricbes de
capacidade, tipicas de cenarios praticos como logistica, saude e estatistica. Além
disso, destacam como a inclusao dessas restricées torna o problema de agrupamento
mais desafiador do ponto de vista computacional; fato que demanda o uso combinado

de técnicas de programacao inteira, metaheuristicas e métodos hibridos.
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2.1 Formulagoées para o PEUPA

Ao considerar a expressao da variancia como fungéo objetivo e a restricdo de
capacidade relativa ao minimo de 150 UPAs por estrato, o PEUPA pode ser
inicialmente formulado como um problema de Programacgédo Quadratica Inteira (PQlI)
(Chaovalitwongse; Androulakis; Pardalos, 2008; Lee; Leyffer, 2012; Yagqi et al., 2022),

conforme apresentado a seguir:

L n-1 n (4)
F1: Minimizar Z Z Z dijxfxf
h=1 i=1 j=i+1
L (5)
Z xt=1i=1,.,n
h=1
§ (6)
Z Xt =150,k =1,..,1
i=1
xtef01}i=1,-,mh=1,..,L (7)

Aplicando-se a fungéo objetivo de F1 a linearizagdo utilizada em Nascimento et
al.,, (2010), onde é abordado o PASMD, produz-se a seguinte formulacdo de

Programacao Linear Inteira Mista (PLIM):

n-1 (8)

n
F2: Minimizarz Z dijz;j

i=1 j=i+1
sujeito a (5)-(7)
xt+x—1<zpzh=1,.,Li=1.,n-1j=i+1,.,n 9)

ZUZO,l=1,,n_1,]=l+1,,n (10)

Nestas duas formulag¢des, a funcdo objetivo a ser minimizada em (4) e (8)
corresponde a expressdo de variancia definida em funcdo das equacdes (1)-(3). A
variavel binaria xih assume valor 1 se a i-ésima UPA é alocada ao h-ésimo estrato En
(h=1, ...,L) e zjé a variavel que assume valor 1 se, simultaneamente, duas UPAS j e j
sdo alocadas a um mesmo estrato. A restricao (5) garante que cada uma das n UPAs
sera alocada a exatamente um dos estratos Ep; a restricdo (6) garante que cada um

dos estratos tera, pelo menos, 150 UPAs alocadas. As restrigdes do tipo (9) garantem
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que zj assume valor um se, simultaneamente, x/ e x” assumem valor 1. Por fim, a
Tabela 1 traz as expressdes relacionadas aos totais de variaveis e restricbes das

formulacdes F1 e F2.

Tabela 1 - NUmeros de variaveis e restricdes das duas formulagdes

Formulagao Variaveis Restrigdes
F1 n-L n+L
nn-—1) nn-—1)
F2 n-L+ > n+L)+L- >

Fonte: Autoria propria.

Conforme sera detalhado na secao seguinte, a formulagao F1 serviu como
base para a implementagao de um algoritmo adaptado a partir da HEC, proposta por
Guignard e Ahlatcioglu (2021). Ambas as formulagdes foram implementadas e
executadas no solver GUROBI, que contém rotinas destinadas a resolucdo de
problemas de Programacao Quadratica Inteira (Yagi et al., 2022) e de Programagao
Linear Inteira Mista (Wolsey, 1998; Conforti et al., 2014).

3 ALGORITMOS PROPOSTOS

A presente secao descreve o conjunto de algoritmos que foram implementados
e aplicados a resolucdo do PEUPA, a saber: (1) um algoritmo baseado na
metaheuristica GRASP (Resende; Ribeiro, 2016); (2) uma adaptagcéo da Heuristica
da Envoltéria Convexa, proposta em Guignard e Ahlatcioglu (2021); e (3) algoritmos
baseados nas metaheuristicas BRKGA, ILS, LNS e VNS, implementadas - de forma
geral - no Otimizador de Chaves Aleatérias (OCA) proposto em (Chaves et al., 2024),
0 qual pode ser utilizado para resolver diversos problemas de otimizacao

combinatoria, incluindo problemas de agrupamento.

3.1 Algoritmo GRASP

O GRASP (Resende; Ribeiro, 2016) € uma metaheuristica que é aplicada em
duas etapas - Construcao e Busca Local. Na etapa de construgcao, uma solugao viavel
inicial s, € formada de maneira iterativa, mediante aplicacdo de um procedimento

semi-guloso. Na segunda etapa é aplicada sobre s, uma busca local, que tem como
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objetivo produzir uma solucao s’ tal que f(s') < f(so) (problema de minimizagdo). A
melhor das solugbes s', obtida apds as m iteragbes completas, consistindo da
aplicagao da construgao e da busca local, corresponde a solu¢cao do problema. Na
construcdo da solugao, gera-se uma Lista de Candidatos (LC), contendo os elementos
que podem ser adicionados a solugao parcial s, (solugao s, em construgéo). Esses
elementos sao avaliados aplicando-se uma funcédo gulosa g(.) e sao ordenados
conforme seu desempenho. O melhor elemento € incorporado a sp, a LC é atualizada,
e o processo se repete até que LC=@. Para introduzir diversidade, utiliza-se uma Lista
Restrita de Candidatos (LRC), composta pelos elementos da LC que, se inseridos em
Sp, produzem o menor acréscimo na fungéo objetivo (problemas de minimizagéo).

De acordo com Resende e Ribeiro (2016), para definir a LRC, um dos critérios
que pode ser considerado diz respeito ao uso de um parametro a. Em linhas gerais,
em cada iteragao da fase de construgdo, sédo calculados os valores de gmin € gmax, que
correspondem, respectivamente, ao menor e maior acréscimo produzidos pela
insercao de um elemento da LC na solugao parcial sp, segundo a fungao g(.). Assim

sendo, temos a LRC definida da seguinte forma:

LCR = {t € LClg(t) < Imin T @ (gmax - gmin)} a€ [011] (1 1)

De acordo com o que esta preconizado na literatura, recomenda-se o uso de
valores intermediarios para este parametro, com o objetivo de melhorar o
desempenho do GRASP, evitando solugdes "muito deterministicas" (gulosas) ou
"muito aleatdrias" (comumente com pouca qualidade). A seguir, com base nos
conceitos do GRASP, apresentamos os procedimentos de constru¢ao e busca local

que foram propostos e implementados para a resolu¢ao do PEUPA.

3.1.1 Procedimento de Construgao

Uma solugéo é representada por L conjuntos E¥ (k=1, ...,L) aos quais todas as
n UPAs serdo alocadas. Cada conjunto E¥ é inicialmente definido por dois valores
inteiros, correspondentes aos indices das UPAs selecionadas dentre as n UPAs
disponiveis na LC.
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Para definir quais UPAs (indices) da LC serado alocadas aos L estratos, define-
se uma lista de candidatos restrita LRC, que contém, em cada uma de suas
componentes, duplas de indices associados as UPAs candidatas a inser¢cdo nos L
conjuntos EX. Nesta etapa, busca-se escolher duplas de UPAs (i, j) tais que dj seja
minima (expressao definida na equacgao (3)), sendo a escolha dessas duplas e a
consequente definicdo dos conjuntos EX efetuada em L etapas, seguindo o
procedimento apresentado no pseudocddigo a seguir (Figuras 1 e 2).

Nas linhas 1-3 define-se a LC, os conjuntos EX e calcula-se a matriz de
distancias D, cujas entradas correspondem aos valores djj obtidos a partir da equagéo
(3). Entre as linhas 5-17 sdo construidos os conjuntos E* (k=1, ..., L), avaliando-se,
para cada EX, a inclusdo de duas UPAs i e j com o menor valor de dj. Para isso, sao
selecionadas a partir da LC (linha 7), em cada uma das L iteragdes, na duplas de
indices (incluidos em uma matriz Anax2) relativos as possiveis duplas de UPAs por
estrato, sendo calculados os valores de g, gmin, gmax (linhas 8-12) utilizados na
definicdo da (LRC) (linha 13). Por fim, seleciona-se da LRC um elemento r associado
ao indice da linha da matriz A, sendo as entradas A[r,1] e A[r,2] correspondentes aos
indices - das UPAs - que serdo incluidas no conjunto EX, com a atualizagdo da LC
efetuada em seguida (linha 16).

Apos a definicdo dos L grupos iniciais E¥, formados por 2 elementos cada, os
demais elementos pertencentes a LC s&o alocados aos L grupos também utilizando
uma LRC (linhas 18 até 47). Em especifico, entre as linhas 19 e 34, s&o selecionadas,
da LC, ns amostras, cada uma com 2L indices, correspondentes as possiveis UPAs
que podem ser alocadas a cada um dos L estratos. Em 23, define-se uma matriz P,
relacionada ao produto cartesiano entre os elementos de cada amostra e os
elementos de cada um dos L grupos EX, tomando-se as somas entre os elementos
(UPAs) que estdo alocados aos grupos (estratos) e novos elementos que sao
candidatos a alocacgéo.

Dando continuidade ao processo de construgao, produz-se, para cada linha de
P, uma matriz M.x., que contém as somas das distancias entre cada um dos L grupos
e os L pares de elementos (UPAs) candidatos a inser¢ao. Assim, para determinar a
qual grupo (estrato) cada uma das duplas de elementos pode ser alocada, resolve-se
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um problema de designacéo (linha 31), aplicando-se o Algoritmo Hungaro (CORMEN
et al., 2022).

Figura 1 - Procedimento de Construgéo

Algoritmo 1 - Procedimento de Construcdo

[—
—_

12:

Defina LC = {1,... n}

Defima EF =0 , Vke {1,...,L}

Calcule D - matrizcom todas asentradas d;; i =1,...,n; j=1,...,n
k+0

Enquanto (k < L) faca

ke—Ek+1
Selecione, aleatoriamente de LT, n, duplas de indices (%, ) definindo a matriz A, x2
Paras=1,...,n, faca
g [s] +— d;; (tomando os valores i e j em A[s, ])
fim Para
Gmin < 'fnin\."se{l,...,nu}{g}
Gmaz < MATvge(1,...,n,} g}
LCR = {t € LC’|9‘(t) < gmin + (X(Q'mum - gm.in)}
Selecione um elemento r € LCR,
EF  (A[r1],Ar2])
LC + LC\{A[r,1], A[r, 2]}

: fim Enquanto
: Enquanto (|LC| > 2L) and (mincap < cap) faca

Selecione aleatoriamente (cf reposi¢iio) de LC n,, amostras de 2L indices (3, 7) definindo a matriz An, x2L
Paras=1,...,n, faca
Parae=1,...,Lfaca
Parak=1,..., L faca

Defina Py x2 (matriz) como produto cartesiano dos elementos de A s, (2e — 1) : (2e)] com os elementos de EF

soma 0
Paraz=1,...,w faca
soma +— soma+di; ((4,7) € Plz,])
fim Para
M [e, k] + soma +dgr, ((g, 1) € Als, (2e — 1) : (2e)])
fim Para
fim Para

Aplique Algoritmo Hiingaro em M e obtenha as L designacdes entre os L grupos E* e as L duplas de elementos de A [s, ]
¢d [5] + custo.total.desig
Armazene em Aloc [s,1 : L] as L designagtes definidas em (31)

fim Para

Fonte: Autoria prépria.

Nas linhas 32 e 33 sdo armazenados os custos e as designagdes 6timas (aos

grupos) produzidas por este algoritmo. Nas linhas 35 até 38, considerando os custos

armazenados, define-se a LRC que contém os indices associados as alocagbes que

produzem o0s menores acréscimos, avaliando-se a soma de distancias entre os

elementos candidatos a inclusdo (UPAs) e os seus respectivos grupos. Em seguida,

entre as linhas 41 e 46 sao atualizados os L grupos, seguida pela atualizagdo da LC

e de mincap. A aplicacado deste procedimento construtivo - entre as linhas 1 e 47 -,

garante o cumprimento imediato da restrigcdo relativa ao minimo 150 UPAs alocadas

por estrato. Por fim, caso [LC| > 0, ou seja, ainda existem UPAs para alocacédo aos
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estratos, as linhas de 48 até 63 sao executadas. Nesta parte, em cada iteragao, o
elemento (UPA) na LC que produz o menor acréscimo, considerando a sua distancia
(parcela da variancia) em relagdo aos L estratos, € adicionado ao estrato e a LC é
atualizada. A solugdo s, (conjuntos EX, k=1, ..., L) produzida por este procedimento é
utilizada como solugao inicial para aplicagao dos dois procedimentos de busca local

que serao descritos na subsecgao 3.1.2.

Figura 2 - Procedimento de Construgéo (continuagao)

Algoritmo 1 - Procedimento de Constru¢do (continuagio)

35: Grnin — 'rnrinv_‘,.e{l;u_’nu} {ca}
36: Jmax < 7”(1'55\/56;{1,...,7;“:}{cd}
37: LCR = {t € Lc|g(t) < Gmin + fl(gma.:r: - Q—rru',n,)} @ € [U, -I-]
38: Selecione um elemento 7 € LCR

39: a  Aloc[r,1: L]

40): ne +— Alr]

41: Parak =1,...,L faca

42: J < alk]

43: E? « EJ [Jne[(2k — 1) : (2k)]
44: fim Para

45: LC + LC\{ne}

46: mancap +— mincap + 2L

47: fim Enquanto

48: Enquanto |[LC| > 0 faca

49: Amin 4 ©0

50: Parak =1,...,Lfaca

51: Defina Q. x2 (matriz) como produto cartesiano entre os elementos da LC e EF
52: Paras=1,... wfaca

53: i < @ [s, 1] (Elemento da LC)
54: 7 + Q[s,2] (Elemento de E¥)
55: Se dij < dmirn Entio

56: d-:rnin — dij

57: t 4+ Q[s, 1]

58: Grmin k

59: fim Se

60): fim Para

61: fim Para

62: E9min ¢ E9min | Jt
63: LC + LC — {t}

64: fim Enquanto

65: Retorne (B, E?,... EL)

Fonte: Autoria prépria.

3.1.2 Procedimento de Busca Local (Refinamento)

De forma a aprimorar as solu¢des produzidas na fase de constru¢ado do GRASP

e garantir, consequentemente, a producédo de estratos mais homogéneos quanto a
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expressdao de variancia - funcao objetivo do PEUPA -, foram propostos dois
procedimentos de busca local, que sao aplicados em sequéncia e preservam a
restricdo da capacidade.

A Buscal Local 1 (BL1) avalia, para cada um dos n elementos distribuidos nos
L grupos EX, se a sua realocagdo a outro grupo (receptor) simultaneamente reduz o
valor da fungao objetivo e preserva a viabilidade da solugdo. Ou seja, o elemento i
(UPA), avaliado na iteragao atual, sera realocado do seu atual grupo EX (doador) a um
dos L—1 grupos (receptores), caso |E¥| > 150. Ainda neste sentido, escolhe-se como
grupo receptor E9(q€e{1, ..., L} tq g # k) aquele em que a adi¢ao de i e sua respectiva
exclusdo de EX produzir a maior redugdo na variancia, ou seja, tem por base a
estratégia best improvement (Gendreau; Potvin, 2010). Ja na Busca Local 2 (BL2) -
aplicada apés a BL1 -, sdo efetuadas, essencialmente, tentativas de trocas entre os
elementos de dois grupos (sem alterar a sua cardinalidade), avaliando, em cada
tentativa, se ha reducao no valor da variancia.

O pseudocddigo relacionado a BL1 é apresentado na Figura 3. Nas linhas de 1
e 2 define-se o vetor {y relativo aos totais de elementos em cada um dos grupos e
inicializa-se a variavel de controle "melhorou” com valor True. Essencialmente, em
cada iteragdo completa - linhas 5 até 28 -, onde sédo avaliados os elementos (UPAS)
que estao alocados a grupos com mais de 150 elementos, sdo avaliadas realocagdes
dos objetos a outros grupos (linhas 12-19). Se, ao final desta iteragdo completa, pelo
menos um dos objetos realocados produzir redugao na fungao objetivo, a variavel
"melhorou" receber valor True, € uma nova iteracdo completa € iniciada, onde
novamente serdo avaliados todos os objetos. A BL1 é aplicada enquanto ocorrer

reducao na variancia.
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Figura 3 - Procedimento de Busca Local 1 (BL1)

Algoritmo 2 - Procedimento de Busca Local 1 - BL1

1: Defina ¢4 como o vetor com o total de elementos em cada um dos L grupos E*
2. melhorou + True
3: Enquanto (melhorou=True) faca
4: melhorou < False
5: Para (i=1,..., n) faca
6: Atribua a j o indice do grupo ao qual o i-ésimo objeto estd alocado
7: Se (ty [j] > capacidade) Entdo
8: dj < Y vremi dir
9: g+ {L,....L}— {5}
10: MANIMO +— +00
11: reducao — False
12: Para (w € g) faca
13: dw < ) yrepw dir
14: dif « dw—dj
15: Se (dif < 0)and(dif < minimo) Entéo
16: inimo — dif
17: qmian < w
18: melhorou +— True
19: reducao +— True
20): fim Se
21: fim Para
22: Se (reducao=True) Entdo
23: El « B — {i}
24: Famin . pqmin Ui
25: Atualize o vetor £,
26: fim Se
27: fim Se
28: fim Para

29: fim Enquanto
30: Retorne (E',E?,--.  EF)

Fonte: Autoria propria.

O pseudocddigo relacionado a BL2 é apresentado na Figura 4. Durante certo
numero de iteragdes limitado pelo total de melhorias (redugbées na fungéo objetivo),
sdo selecionados dois grupos E' e E dentre os L disponiveis (linha 6), sendo
selecionados, em seguida, ne elementos de cada um deles (linhas 7-8). Em um passo
posterior, constrdéi-se uma matriz Pw (linha 9), que contém o produto cartesiano entre
os elementos desses dois grupos. Cada linha de P tem duplas compostas por um
elemento de E' e um elemento de E/, sendo esses elementos trocados entre estes dois

grupos, e avaliando (linhas 11-15) se tal operacao produz reducéo no valor da fobj. A
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dupla de elementos (de P) que produzir a maior reducao é trocada entre os grupos E
e E (linhas 17-21) e o contador de melhorias é atualizado. O processo de busca
termina quando o total de melhorias produzidas for alcangcado MaxMelhorias ou se
nao ocorrer redugao no valor da variancia a partir das w trocas efetuadas, durante o

numero de iteragdes igual a Maxtentativas.

Figura 4 - Procedimento de Busca Local 2 (BL2)
Algoritmo 3 - Procedimento de Busca Local 2 - BL2

Defina D - matriz com todas as entradas d;; 1 =1,...,n; j=1,...,n

Defina £4 o vetor com o total de elementos em cada um dos L grupos EF

melhorias + (0

tentativas_sem_melhoria + 0

Enquanto ((melhorias < MaxMelhorias) and ({entativas_sem_melhoria < Maxtentativas)) faca
Selecione aleatoriamente dois valores ¢, j € {1,...,L}
E; + sample(E?, ne) (selecione de E* uma amostra aleatéria de n. elementos)
Ey + sample(Ej ,ne) (selecione de EJ uma amostra aleatéria de ne elementos)
Defina a matriz Py, como produto cartesiano entre os elementos de E1 e E2 (w = n?)
Defina d; como vetor com w entradas
Para (i=1,..., w) faca

el e el N e B e
AR AN R Rl = G AR A

r« Pli, 1]
t+ P[z,2]
df [’L] = ZV:;GEl dst — ZVsGEl dsr + ZV‘UGEg dur — ZVuGEz dut — 2dry
fim Para
v < argmin dy [g]
ie{l,...,w}
1% Se (df [v] < 0) Entdo
18: E' +— E' — {P[v,1]}U{P[v,2]}
19: EJ « EI —{P[v,2]} U{P[v,1]}
20: melhorias + melhorias + 1
21: tentativas_sem_melhoria < 0
22: Sendo
23: tentativas_sem_melhoria + tentativas_sem_melhoria + 1
24: fim Se
25: fim Enquanto
26: Retorne E

Fonte: Autoria propria.

3.2. Heuristica da Envoltéria Convexa (HEC)

A HEC (GUIGNARD; AHLATCIOGLU, 2021) é aplicada em problemas
definidos por: (i) uma fungéao f(x) nao linear; (ii) restricdes lineares e (iii) com variaveis
0-1 (binarias), conforme o problema P1 a seguir. A HEC também é definida como uma
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matheuristica®, tendo em vista que é baseada em um Algoritmo de Programagéo
Matematica denominado Decomposi¢cao Simplicial (DS) (Von Hohenbalken, 1977),
que corresponde a uma generalizagao do Algoritmo de
Frank-Wolfe (FRANK; WOLFE, 1956), especialmente adaptada para problemas de
grande porte e com variaveis inteiras. Ainda neste sentido, ao aplicar a HEC, o objetivo
€ produzir, rapidamente, solugdes viaveis para P1 de boa qualidade, particularmente,

para problemas convexos.

(P1) Minimizarf (x) (12)
Ax < b (13)
x € B ={0,1}" (14)

Basicamente, em cada iteragao da HEC, resolve-se um problema P2 (a seguir),
com uma fungao objetivo que corresponde a uma linearizagdo da fungao de P1,
combinada com as restricdes de P1, seguida pela resolugdo de um problema de
programacgao nao-linear, definido pela fungdo objetivo de P1 e uma unica restrigao
linear.

A fim de explicar as etapas da aplicagdo da HEC, considere o problema P1 e
adicionalmente, seja H a sua envoltdria convexa que contempla as solugdes inteiras

viaveis.

H = Conv{x | Ax < b,x € B} (15)

A meta é encontrar um vértice de H com melhor valor de fungéo objetivo. Para
isso, pode-se utilizar o Método da Decomposigao Simplicial (Von Hohenbalken, 1977)
multiplas vezes, dentro da execugao da HEC, com um diferente ponto inicial em cada
vez. Inicialmente, define-se a Relaxagdo da Envoltéria Convexa (REC) de P1 como o
Problema de Minimizar f(x) sobre a Envoltéria Convexa H das solugdes inteiras viaveis
de P1. Ainda neste sentido, considere o subproblema relacionado a envoltéria

convexa na k-iteragao, onde o objetivo € minimizar, sobre H, a fungéo objetivo de P1

4 Consiste em uma abordagem hibrida que combina métodos matematicos exatos com técnicas
heuristicas ou metaheuristicas para resolver problemas complexos de otimizagao.
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linearizada em um ponto viavel xk, mais especificamente, temos problema de

minimizar L(x) sobre x em H tal que:

L) = f() + V() - (x —x¥) (16)

Neste ponto, temos o seguinte problema de Programacdo Linear Inteira

associado:

(P2) Minimizar L(x) (17)
Ax <b (18)
x € B ={0,1}" (19)

Considere que y* é a solugdo 6tima de P2 e que depende de xk, uma vez que
L(x) depende do ponto de linearizagdo x* adotado. A cada iteragéo, resolve-se um
problema P2 com uma fungéo objetivo linearizada diferente L(x), enquanto o conjunto
de restricoes definido por (18)-(19) permanece inalterado.

Ou seja, a solugdo para P2, denotada por y*, corresponde a um vértice de sua
envoltdria convexa, sendo usado para expandir a area de busca na préoxima iteracao.
Mais especificamente, em cada iteracdo da HEC, € produzido um novo vértice, que é
adicionado a combinagdo convexa constituida por {x%y’,y2, ..y} nas iteragcdes
anteriores. A ideia é construir um novo ponto de linearizagdo x¥ para a proxima
iteracdo, melhorando a aproximacg&o do minimo de f(x) - funcdo do problema original
P1.

A seguir sao listados os passos gerais de aplicacdo da HEC, que sao repetidos
até que f(x*) = f(xx"), ou seja, mesmo adicionando um novo vértice y* ao conjunto e
resolvendo um Problema de Programacé&o N&o Linear (PPNL) (passo 3) sobre o novo

fecho convexo, o minimo de f(x) permanece o mesmo.

Passo 1: Considere os vértices obtidos até a iteragao k-1:

v v?, .. vk} = {x@,y®) 5@ yk-D}
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Passo 2: Forme a combinacao convexa desses vértices:

k k
x :Z A;vi, com z A=1,12=0
i=1 i=1

Passo 3: Resolva o PPNL abaixo utilizando a fungéo objetivo de P1

m/lin{f Zk:/livi }

i=1

sujeito a:

A=14>0Vie{l k}

k
i=1

Passo 4: Obtenha o novo ponto de linearizagéo x® = ¥ . 2:v!, sendo a 2* um
vetor correspondente a solugdo 6tima do PPNL. Este ponto sera usado para: (i)

Linearizar f(x) novamente, produzindo L(x) e (ii) Resolver P2 e gerar novo vértice y®.

De acordo com Guignard e Ahlatcioglu (2021), € conveniente/recomendado
comecar a solugdo do primeiro problema P2 a partir de uma solugdo inteira viavel x9,
que faz parte da familia de vértices para execucao do algoritmo DS. Ou seja, este
ponto inicial € uma solucéo inteira viavel do problema original, que satisfaz (13) e (14).

Como o ponto inicial escolhido tem impacto na solugao final obtida, uma
possivel estratégia consiste em resolver diversos Problemas de Programacgéao Linear
Inteira do tipo P3, com diferentes fungcdes objetivo lineares, mantendo as restricoes
de P1.Dentro desta perspectiva, o vetor ¢ € alterado em cada execugado - com
diferentes valores -, forgando o solver a explorar diferentes regides do espaco viavel,
produzindo, consequentemente, diferentes pontos iniciais x? que serdo utilizados na

primeira iteracéo de cada problema P2.

(P3) Minimizar c"x (20)
Ax <b 1)
x € B = {0,1}" (22)
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Considerando a estrutura de P1, observa-se que a formulagéo F1 (secéo 2)
pode ser adaptada e resolvida mediante aplicagcdo da HEC. Ou seja, no caso do
PEUPA, L(x) corresponde a uma linearizagdo da fungdo objetivo apresentada na
formulacdo F1 (equacao 23), e as restrigdes consideradas em P2 e P3 correspondem
aquelas também definidas em F1. Em relagédo aos coeficientes da fungao objetivo de
P3, foram gerados, para a sua resolugao, n x L valores segundo uma distribuicao

uniforme em [0,1].

(23)

3.3. Otimizador de Chaves Aleatorias (OCA)

Nesta secdo € apresentada uma descrigdo geral do OCA proposto em Chaves
et al. (2024), que consiste em um método de busca local estocastico, tendo por base
o conceito de chaves aleatorias, que compdem um conjunto de vetores de numeros
reais no intervalo [0, 1).

Esses vetores, por sua vez, sao decodificados em solugdes viaveis para cada
problema de otimizagdo em questdo, utilizando decodificador desenvolvido
especificamente para o problema. O otimizador € modular e permite a integragao de
diversas metaheuristicas classicas, em particular, aquelas que foram consideradas
neste trabalho, sejam elas: BRKGA, ILS, LNS e VNS. Ele agrega um conjunto de
procedimentos de uso geral, no sentido que séo utilizados em alguns dos passos de
cada uma das metaheuristicas, uma vez que estes operam, diretamente, no vetor de
chaves aleatorias.

Como todas as solugbes sao representadas na forma de vetores de chaves
aleatdrias, independentemente do problema ou do algoritmo, qualquer procedimento
que trabalhe sobre esses vetores pode ser utilizado em qualquer metaheuristica. Na
Tabela 2 sao listados os procedimentos disponiveis no OCA. Maiores detalhes sobre
estes procedimentos podem ser encontrados nos algoritmos de 1 até 7, apresentados

no trabalho de Chaves et al. (2024). Adicionalmente, a descricdo dessas quatro
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metaheuristicas e seus os pseudocodigos podem ser encontrados, respectivamente,

na segao 4.5 e no apéndice do referido trabalho (algoritmos 8, 13, 14 e 16).

Tabela 2 - Procedimentos principais do OCA

Componente Descrigdo Funcgao Principal

Modifica uma solugao aplicando movimentos como Swap,

Swap Neighbor, Mirror e Random. Diversificagéo

Perturbagao

Combinacao de dois vetores de solugdes, podendo usar

. L i Exploracao
complementos e introduzir ruido aleatorio. plorag

Mistura

Conjunto de heuristicas que refinam solugbes - todas
Busca Local combinadas no RVND, que consiste em uma variante do Intensificacédo
VNS. Inclui: Swap, Mirror, Farey e Nelder-Mead.

Fonte: Autoria prépria.

Considerando que estes procedimentos, conjuntamente com as
metaheuristicas, podem ser aplicados em qualquer problema de otimizagao, para a
sua implementacao na resolugdo do PEUPA, foi necessario, basicamente, definir um
procedimento decodificador e um procedimento que efetua o calculo da funcéo

objetivo definida nas equagdes de (1)-(3), conforme descrito na subseg¢ao seguinte.
3.3.1. Representagcao da Solugao, Decodificador e Fungao Objetivo

No caso do PEUPA, cada vetor u de chaves aleatérias foi definido por n
entradas relacionadas ao total de UPAs que devem ser alocadas aos L estratos, sendo
o procedimento decodificador definido pelos seguintes passos:

1. Definir um vetor a com n posi¢cdes preenchidas, inicialmente, com zero.

2. Dividir o intervalo [0,1] em L subintervalos I,k = 1, ..., L, sendo L igual ao

numero de estratos estatisticos aos quais as UPAs serdo alocadas. Dessa

forma, temos: I; = [o,%), I, = E%)Ik = %%)IL - [;1)

3. Preencher um vetor u com n valores gerados segundo U([0,1]).

4. Tomar cada entrada u; € u e atribuir a entrada a; correspondente um valor

k € {1,---,L} igual ao numero do intervalo [}, = [%%) tal que u; € I;.
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Apods a aplicacdo deste decodificador, cada entrada a; do vetor a contera o
numero do estrato ao qual a i-ésima UPA sera alocada. Assim, o exemplo a seguir
ilustra a aplicagdo desse decodificador, supondo L=3,n=10 e
u = {0,314, 0,634, 0,826,0,118,0,217, 0,300, 0,691, 0,041, 0,825,0,838}. Temos trés

subintervalos definidos por: I, = [0, g),lz = Eg)g = E 1). Tomando cada valor de

u e verificando em qual dos subintervalos esta, produz-se a = {1,2,3,1,1,1,3,1,3,3}.

Cabe salientar que todos os procedimentos reportados na Tabela 2 -
componentes de todas as metaheuristicas consideradas neste trabalho -, s&o
aplicados aos vetores de chaves aleatorias u. Ainda neste sentido, considerando
aplicacao de tais procedimentos nos vetores u, seguida pela decodificagdo, nao é
possivel garantir, sempre, a producao de vetores solugado a que sejam viaveis para o
PEUPA. Mais especificamente, considerando a restricdo de capacidade relacionada
ao numero minimo de 150 UPAs por estrato, podem ser produzidos vetores a que
definam estratos de UPAs que nao satisfagam esta restricdo. Ou seja, durante a
aplicacdo dos algoritmos relacionados as metaheuristicas, podem ser geradas
algumas solugdes inviaveis.

De forma a contornar este problema, seguindo o que esta preconizado na
literatura, uma possivel alternativa diz respeito ao uso de métodos de penalidade, ou
seja, utilizar uma fungéo para penalizar solugées que violem alguma restricdo. Em
linhas gerais, um método de penalidade transforma um problema restrito em um
problema irrestrito (ou reduz seu numero de restricées), mediante a introdugao de um
termo que ¢é adicionado a funcao objetivo do problema original, penalizando qualquer
violagao de restricdo - que foram desconsideradas. Em Jiao et al. (2013), Gaspar-
Cunha et al. (2016) e Garcia et al.(2023) podem ser encontrados aplicagées e métodos
(incluindo penalidades) para tratar problemas de otimizagdo com restrigdes.

Neste trabalho, apds avaliar/estudar algumas das funcbes de penalidade
propostas na literatura, considerando a fungao objetivo do PEUPA (24) e o vetor a
produzido a partir da aplicacdo do procedimento decodificador, foi proposta a funcao
de penalidade V,, definida em (25)-(26). Nesta fungao, cap € igual ao numero minimo

de UPAs por estrato (150) e nn € igual ao total de UPAs alocadas ao h-ésimo estrato.
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- (24)

V(tx)=z Z d;j

h=1 Vai,ajEEh

max {dfy} (25)
V, =V(ty) +V(t,) x 'C'ap
df, = max(cap —n,,0),h=1,..,L (26)

4 RESULTADOS

Esta secao traz resultados e analises relativos a um conjunto de experimentos
computacionais realizados com o algoritmo GRASP, a Heuristica da Envoltéria
Convexa (HEC), os quatro algoritmos heuristicos baseados nas metaheuristicas
BRKGA, ILS, LNS e VNS, além das formulagdes F1 e F2 apresentadas na segao 2.

Os algoritmos e as formulagbes foram implementados em linguagem R,
utilizando o software RStudio - versdo 2025.05.0+496. Em particular, para a resolucao
das duas formulacdes5 e dos problemas P2 e P3, relativos a aplicacido da HEC, foi
utilizado o solver GUROBI (versao 12.0), disponivel no pacote gurobi do R.
Adicionalmente, para a resolu¢do do PPNL - associado ao passo 3 da HEC -, foi
utilizado pacote alabama do R (fungdo auglag6). Todos os experimentos foram
realizados em um computador dotado de processador 19-13900F (com 24 nucleos),

128 GB de RAM e sistema operacional Windows 11.

4.1. Instancias Utilizadas

Para a realizacdo dos experimentos com os algoritmos e formulagdes, foram
utilizadas 30 instancias de teste construidas a partir dos dados do censo demografico
de 20227 (disponiveis para uso publico), armazenados em arquivos com informagoes
dos domicilios e de renda do responsavel pelo domicilio - disponiveis por setor

censitario.

5 Na formulagéo F1 foram utilizados os métodos aplicados a problemas de programacgéo quadratica e
na formulagéo F2 foram utilizados métodos de programacao inteira.

6 Fungao que implementa o algoritmo do Lagrangiano Aumentado.

7 Dados em: http://www.ibge.gov.br/estatisticas/sociais/populacao/22827-censo-demografico-
2022 .html?=&t=downloads
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Cada instancia corresponde a um arquivo associado a um municipio
Brasileiro®, contendo, por setor censitario - aqui considerado como uma UPA -, as
variaveis: Domicilios Particulares Permanentes Ocupados e Valor do rendimento
nominal médio mensal das pessoas responsaveis por domicilios particulares
permanentes ocupados. Essas variaveis estao relacionadas, respectivamente, aos
termos N; e Y; que fazem parte da expressao de variancia, definida na secéo 2 deste
artigo.

A Tabela 3 a seguir traz informagdes sobre as 30 instancias utilizadas nos
experimentos. A coluna Instancia traz a idenfiticagdo da instancia, em especifico, os

dois primeiros caracteres correspondem as UFs e os 7 caracteres apés indicam o

codigo do municipio associado. A coluna NUPA diz respeito ao numero de UPAs da
insténcia (setores) e a coluna L indica o numero de estratos considerados para
alocagao das UPAs, a partir da aplicacdo dos algoritmos e das formulagbes. As
instancias assinaladas com "' foram utilizadas em um experimento - reportado na

subsecao 4.2.2 - , para avaliar a estabilidade do algoritmo GRASP.

Tabela 3 - informacdes sobre as 30 instancias utilizadas

Instancia NUPA L Arquivo NUPA L
SC_4208203 400 2 AC_1200401* 662 4
SC_4216602 413 2 CE_2303709 717 4
AL_2700300* 421 2 PA_1500800 738 4
RN_2408003 430 2 PE_2604106* 794 5
RS_4316907 441 2 MG_3170107 842 5
MA_2105302 453 3 RJ_3300456 980 5
RS_4309209 464 3 SC_4209102 1044 5
RR_1400100 506 3 RN_2408102 1076 5
RJ_3300407 526 3 RJ_3301009* 1307 5
MT_5107602* 565 3 SP_3547809 1637 5
MA_2111201 589 3 PA_1501402 2031 5
SP_3552809 591 3 G0O_5208707 2289 5

8 Para fins de experimentos, foram inicialmente gerados os arquivos para municipios que tinham, pelo
menos, 400 (UPAs), totalizando 152 arquivos. Desses, foram selecionados 30 arquivos utilizados
como instancias de teste; o que corresponde a cerca de 20% do total.
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SP_3552502 643 4 SP_3509502 2502 5

BA_ 2933307 659 4 PE_2611606 2796 5

TO_1721000 660 4 PR_4106902 3168 5
Fonte: Autoria propria.

4.2. Experimentos Computacionais

Objetivando produzir uma analise mais robusta dos resultados, que contemple
a avaliagdo do valor minimo da Fobj do PEUPA, até a aplicacdo de Testes de
Hipoteses, cada um dos seis algoritmos - GRASP, HEC e metaheuristicas -, foi
aplicado 20 vezes em cada uma das 30 instancias, sendo armazenado o valor da
Funcgao Objetivo (variancia) obtido em cada execugéo. A partir desses valores, foram
calculados o menor valor da fungao objetivo (varidncia) e a mediana correspondente,
permitindo realizar o conjunto de analises que serdo apresentadas a seguir.

De forma a garantir uma comparagdo equitativa entre algoritmos GRASP,
BRKGA, ILS, VNS e LNS, foi adotado o mesmo critério de parada, qual seja, uma
abordagem escalonada do tempo maximo de processamento, que depende do
tamanho do problema. Assim sendo, neste trabalho as instancias foram agrupadas
em trés classes — consideradas: pequenas, médias e grandes - e para cada grupo foi

atribuido um tempo maximo de processamento, conforme apresentado na Tabela 4.

Tabela 4 - Classes de instancias e respectivos tempos maximos de execugao

Classe Faixa de NUPA Instancias Tempo maximo (min.)
Pequenas 400 — 550 10 3
Médias 551 — 1300 11 6
Grandes > 1300 9 10

Fonte: Autoria propria.

No caso da HEC, foram adotados dois critérios: (i) tempo maximo de 30 minutos
e (ii) se ndo houver melhora no valor da fungéo objetivo relacionado aos pontos x* e
xk*1 produzidos entre duas iteragdes seguidas -, 0 mesmo utilizado nos experimentos
reportados em Guignard e Ahlatcioglu (2021). Por fim, no caso das formulagdes F1 e
F2, foi estabelecido um tempo maximo de processamento de 60 minutos.

Considerando esse limite de tempo, s6 foi possivel obter uma solugéo viavel para a
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formulacédo F1 nas 22 primeiras instancias. No caso da formulagao F2, foi produzida

uma solugéo para todas as 30 instancias.

4.2.1. Calibragao de parametros

Em relagdo ao GRASP, os valores de seus parametros foram definidos a partir
de experimentos prévios de calibragéo - com o irace (LOPEZ-IBANEZ et al., 2016),
disponivel no pacote irace do R-, realizados considerando a aplicagédo do GRASP nas
seis instancias apresentadas na Tabela 5, também selecionadas do conjunto de 152
instancias inicialmente construido.

O irace® (lterated Racing) consiste em uma ferramenta que tem sido
amplamente utilizada para calibragdo automatica de parametros de algoritmos, sendo
projetado para encontrar boas configuragdes de parametros, que possibilitem
maximizar o desempenho de algoritmos de otimizagdo, especialmente aqueles

baseados em metaheuristicas.

Tabela 5 - Informacgdes sobre as seis instancias utilizadas no experimento de calibragéo

Instancia NUPA L Inst NUPA L
RS_4318705 427 2 PE_2609600 640 4
RJ_3302700 470 3 PR_4119905 669 4
PR_4104808 576 3 PB_2504009 784 5

Fonte: Autoria propria.

O algoritmo GRASP foi executado, no ambiente do irace'®, tomando, como
ponto de partida, as 432 combinagdes (quintuplas) dos parametros utilizados no
procedimento de constru¢ao e na busca local 2. Os possiveis valores adotados para
cada um desses parametros, utilizados na constru¢cdo das combinagdes, s&o

apresentados na Tabela 6.

9 Utiliza técnica de "racing", que permite avaliar, progressivamente, configuragbes de parametros em
uma série de instancias de teste, eliminando dos testes aquelas que demonstram baixo desempenho,
fato que implica economia de tempo computacional.

0 Para a execugdo do irace o seui parametro maxExperiments, que regula o nimero maximo de
experimentos (avaliagbes), foi definido em 3000.
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Tabela 6 - GRASP — Parametros de Calibracao

Parametro Valores
a (construgao) 0.025,0.05,0.10
n, (construgéo) 5,10,20
MaxTentativas (BL2) 10, 25,50
MaxMelhorias (BL2) 50,100,200,300
n, (BL2) 10, 25,50, 75

Fonte: Autoria propria.

A partir da avaliacdo dos valores médios da fungdo objetivo do problema
(variancia), obtidos a partir de varias execugdes GRASP para as 6 instancias, com
diferentes combinacgbes dos parametros acima, o irace retornou seguinte combinacgao
vencedora: « =0,05, na=10, ne=50, MaxMelhorias=200 e MaxTentativas=50.

Por fim, no caso dos algoritmos relacionados as metaheuristicas BRKGA, ILS,
VNS e VNS, a Tabela 7 traz os valores adotados para os seus respectivos parametros
de entrada e que tiveram, por base, o que esta proposto em Chaves et al. (2024).
Diferentemente do GRASP, cujos parametros foram calibrados especificamente para o
PEUPA por meio do irace, os algoritmos BRKGA, ILS, VNS e LNS utilizaram os valores de
parametros originalmente propostos em Chaves et al. (2024). Essa decisao foi motivada pelo
fato dessas metaheuristicas compartilharem, no contexto do OCA, os mesmos componentes
(perturbacao, mistura e busca local - apresentados na Tabela 2), ja previamente avaliados
pelos autores em experimentos realizados com diferentes problemas de otimizacao
combinatéria. Dessa forma, optou-se por preservar as configuracbes recomendadas na

literatura, garantindo consisténcia metodolégica entre os algoritmos derivados do framework.

Tabela 7 - Pardmetros utilizados nos quatro algoritmos relacionados as metaheuristicas

Parametro Definigcao BRKGA ILS VNS LNS
p Tamanho da populacao 1200 - - -
Pe Conjunto de elite 0,10p - - -
Pm Mutantes 0,20p - - -
p Probabilidade de cruzamento 0,80 - - -
Brmin Taxa minima de perturbacéo - 0,05 0,10 0,10
Brmax Taxa maxima de perturbagéo - 0,15 0,50 0,20
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T, Temperatura Inicial - - - 1000

a, Taxa de resfriamento - - - 0,90

Kmax Numero de vizinhangas - - 10 -

Nota: Os parametros Tye a, séo utilizados exclusivamente no algoritmo LNS, devido a adogao de um
mecanismo de aceitagio inspirado em Simulated Annealing.
Fonte: Autoria propria.

4.2.2. Resultados e Analises

Considerando os valores medianos da fung¢ao objetivo, obtidos a partir das 20
execucgdes realizadas com os algoritmos GRASP, HEC, BRKGA, ILS, VNS e LNS
executados com as 30 instancias, foi aplicado o Teste de Friedman (Hollander et al.,
2014). Este teste - ndo paramétrico - permite comparar um conjunto de algoritmos,
considerando seus rankings''. Apds a sua aplicagao, foi obtido um p-valor inferior 2,2
x 10716, fato que corrobora com a existéncia de diferengas estatisticamente
significativas entre os algoritmos. Todavia, este teste s6 indica que ha alguma
diferenga entre os algoritmos - mas nao diz entre quais.

Assim sendo, de forma a complementar esta etapa de avaliacéo, foi aplicado o
Teste de Wilcoxon (HOLLANDER et al., 2014) e (GIBBONS; CHAKRABORTI, 2020)
pareado com Correg¢do de Bonferroni, que permite fazer comparacgdes, par a par (total
de 15), entre os seis algoritmos, para descobrir quais pares diferem significativamente.
Em particular, 0 GRASP apresentou desempenho significativamente melhor (valores
menores da fung¢ao objetivo) do que os demais algoritmos e o BRKGA também teve
desempenho significativamente melhor do que os algoritmos ILS, VNS, LNS.
Resumindo a analise, a Figura 5 traz os ranks calculados para cada um dos
algoritmos. Quanto o menor o valor dessa medida, melhor a sua
classificagao/performance em relagédo aos demais algoritmos. O algoritmo GRASP
ocupa a primeira posicao, seguido pelo BRKGA e a HEC que apresentam resultados

semelhantes.

1 O calculo do rank de cada algoritmo foi realizado a partir da analise de seu desempenho observado
em cada instancia, de forma individual. Isto é, para cada instancia, ordenamos os algoritmos do melhor
para o pior, tendo, por base, o valor da mediana da funcdo objetivo (varidncia) obtida nas 20
execugoes.
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Figura 5 - Analise dos Ranks dos Algoritmos (menor valor indica melhor resultado)

Ranking dos Algoritmos Baseado na Mediana (menor = melhor)
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Fonte: Autoria propria.

Dando sequéncia as analises, a Figura 6 traz os percentuais relacionados aos
totais de solugdes vencedoras de cada um dos algoritmos, isto €, o numero de vezes
que cada algoritmo produziu o menor valor fungdo de objetivo nas 20 execucgdes
(comparado ao menor valor obtido em relacao a todos os algoritmos e todas as 20
execugdes), para cada uma das 30 instancias (maximo de 600). A partir desta figura,
observa-se razoavel vantagem do GRASP em relacdo aos demais algoritmos, com
percentual da ordem de 34% de solugbes vencendoras, seguido pelos algoritmos
BRKGA e HEC, respectivamente, com percentuais da ordem 18% e 13%. Os
algoritmos LNS, ILS e VNS tiveram desempenho inferior aos demais, com percentuais
abaixo de 5%.

Figura 6 - Solugdes vencedoras

Percentual de Solugdes Vencedoras por Algoritmo (20 Solugdes)
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Fonte: Autoria prépria.
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A Figura 7 traz uma analise similar aquela proposta na Figura 6, considerando,
particularmente, a comparagao da melhor solugao produzida por cada algoritmo nas
- 20 execucgdes - para cada uma das instancias, com a melhor solu¢cao obtida por
instancia. Novamente, observa-se performance superior do GRASP frentes aos
demais algoritmos, produzindo cerca de 97% de solugbes melhores, seguido
novamente pelos algoritmos BRKGA e HEC, com cerca de 1/3 de melhores solugbes
em relagao ao GRASP.

O grafico da Figura 8 traz os percentuais de melhores solu¢des produzidas
pelos algoritmos e pelas formulagcbes F1 e F2, observando que sé foi possivel obter
solugdes para a formulagao F2, dentro do tempo de 60 minutos, para as 22 primeiras
instancias. Assim sendo, para fins de comparacdo entre as formulagcdes e os
algoritmos, foi tomado o menor conjunto - 22 instancias. Neste cenario de avaliacao,
observou-se, novamente, superioridade do GRASP em relagdo as demais
abordagens. O algoritmo BRKGA, a HEC e a formulagao F1 ficaram empatados em
2° lugar, com cerca de 37% das melhores solugdes, seguidas pela metaheuristica LNS
com percentual da ordem de 18%. A formulagdo F2 teve a pior performance, com

percentual da ordem de 9%.

Figura 7 - Melhores Solugbes - Algoritmos

Percentual de Melhores Solugdes - Menor Valor de Fobj

96.7%

90

@
S

Percentual

26.7% 26.7%

13.3%

GRASP BRKGA HEC LNS ILS VNS
Algoritmos

30

Fonte: Autoria propria.

Cabe destacar que, dentro do tempo de 60 minutos, a formulagéo F1 produziu

0 6timo global apenas em 2 das 30 instancias e a formulagdo F2 produziu o étimo
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global apenas em 3 das 22 instancias (no caso de F1: RJ_3300407 e MT_5107602;
no caso de F2: SC_4208203, AL_2700300 e RS_4316907)

Por fim, o grafico na Figura 9 traz os percentuais de melhores solugdes
produzidas pelos algoritmos e pela formulagdo F1. Neste ultimo, também é possivel
observar superioridade do GRASP em relagdo as demais abordagens, incluindo o
algoritmo BRKGA, formulag¢ao F1 e a HEC que ficaram novamente empatados em 2°
lugar, com percentual de melhores solugbes da ordem de 27%, seguidas pela
metaheuristica LNS com percentual da ordem de 13%.

Outra questao relevante em relagédo ao comportamento de um algoritmo diz
respeito a sua estabilidade, ou seja, quando aplicado diversas vezes, em uma mesma
instancia, espera-se que ocorra baixa variabilidade entre tais resultados. Neste
sentido, de forma a realizar tal avaliacéo, foi realizado um experimento complementar
com cinco instancias escolhidas (contemplando as trés classes quanto ao porte)
dentre as 30 disponiveis na Tabela 3. Neste experimento, o GRASP foi aplicado 100
vezes em cada uma dessas instancias, sendo calculado o coeficiente de variagéo (cv)
- razédo entre o desvio padrao e a média dos valores das 100 variancias obtidas. A
partir da Tabela 8, que traz os cv's obtidos em valores percentuais para as 5
instancias, observa-se que o GRASP apresentou, em geral, cv's inferiores a 0.03%, a
excegao da instancia PE_2604106 com um cv da ordem 0.2%; fato que indica a

estabilidade do algoritmo.

Figura 8 - Melhores Solug¢des — Algoritmos e Formulagdes

Percentual de Melhores Solugdes - Valor Minimo Fobj - Algoritmos e Formulagdes - 22 Instancias
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Fonte: Autoria propria.
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Figura 9 - Melhores Solugdes — Algoritmos e Formulagéo F1

Percentual de Melhores Solugdes - Valor Minimo Fobj - Algoritmos e Formulagao F1
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Fonte: Autoria prépria.

Tabela 8 - Coeficiente de variagéo por instancia
Base AC_1200401 AL_2700300 MT_5107602 PE_2604106 RJ_3301009

cv% 0,0174 0,0000 0,0210 0,1857 0,0099
Fonte: Autoria propria.

5 CONCLUSOES E DESDOBRAMENTOS

O presente estudo apresentou e avaliou diferentes estratégias de resolugao
para o Problema de Estratificacdo de Unidades Primarias de Amostragem (PEUPA),
uma aplicagdo de elevada relevancia na area de amostragem estatistica, cuja
formulacéo pode ser associada a um Problema de Agrupamento Capacitado de dificil
solucdo. Foram desenvolvidas e analisadas abordagens heuristicas e exatas,
destacando-se: (i) um algoritmo baseado na metaheuristica Greedy Randomized
Adaptive Search Procedure (GRASP); (ii) uma adaptacao da heuristica da Envoltdria
Convexa (HEC); e (iii) quatro metaheuristicas — Variable Neighborhood Search
(VNS), Ilterated Local Search (ILS), Biased Random-Key Genetic Algorithm (BRKGA)
e Large Neighborhood Search (LNS) — implementadas a partir do uso do Otimizador
de Chaves Aleatérias (OCA), conforme proposto em Chaves et al. (2024).
Complementarmente, o PEUPA foi também abordado mediante duas Formulagdes

Matematicas: uma de Programacéo Quadratica Inteira (F1) e outra de Programacéao
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Linear Inteira Mista (F2), sendo esta ultima obtida pela linearizagdo de F1, ambas
submetidas ao solver GUROBI nos experimentos computacionais.

No caso do GRASP, tanto o procedimento construtivo quanto as duas
estratégias de busca local desenvolvidas foram projetadas para preservar a restricao
de capacidade associada ao numero minimo de UPAs por estrato. Ja para os quatro
algoritmos baseados nas metaheuristicas BRKGA, ILS, LNS e VNS, tendo em vista
que os procedimentos do OCA nao foram originalmente concebidos para lidar com
problemas restritos, tornou-se necessario o emprego de uma fungédo de penalidade
que assegurasse a viabilidade das solugdes obtidas.

A anadlise dos resultados experimentais apresentados na Secéo 4 evidencia
que o algoritmo GRASP se destacou como uma alternativa robusta e eficiente para a
resolucdo do PEUPA, considerando os testes estatisticos aplicados e os percentuais
expressivos de solugdes de melhor qualidade e de solugdes vencedoras obtidas em
comparagao com as demais abordagens, conforme ilustrado nos graficos das Figuras
5,6, 7, 8 e 9. Adicionalmente, a estabilidade do GRASP foi comprovada por meio de
experimentos complementares realizados com um conjunto de cinco instancias — de
portes variados — selecionadas dentre as 30 instancias consideradas nos
experimentos principais, resultando em coeficientes de variagcdo significativamente
baixos.

Para garantir uma avaliagdo robusta e comparavel dos métodos propostos,
cada um dos seis algoritmos — GRASP, HEC, BRKGA, ILS, LNS e VNS — foi
executado 20 vezes em 30 instancias do PEUPA, registrando-se os valores da fungao
objetivo (variancia). Essa repeticdo permitiu analisar medidas como o valor minimo e
a mediana da variancia, e aplicar testes estatisticos para comparacdao de
desempenho. Adotou-se um critério de parada proporcional ao porte das instancias
(pequenas, médias e grandes), com tempos maximos entre 3 e 10 minutos, além de
limites especificos para a HEC (GUIGNARD; AHLATCIOGLU, 2021) e para as
formulacbées F1 e F2 (60 minutos). A calibragdo do GRASP, realizada com o irace
(LOPEZ-IBANEZ et al., 2016), resultou em pardmetros que otimizaram seu
desempenho em insténcias representativas.

A andlise estatistica, conduzida com o Teste de Friedman (HOLLANDER et al.,

2014), indicou diferengas significativas entre os algoritmos (p < 2.2 x 107'®), sendo
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complementada pelo Teste de Wilcoxon pareado com Correcdo de Bonferroni
(HOLLANDER et al., 2014; GIBBONS; CHAKRABORTI, 2020). Os resultados
apontaram o GRASP como o método de melhor desempenho, seguido por BRKGA e
HEC, com destaque para sua estabilidade — coeficientes de variacao inferiores a
0,03% — e maior percentual de solugbes vencedoras -, confirmando sua robustez e
eficiéncia na resolugao do PEUPA.

Como desdobramentos futuros, pretende-se avaliar a integragdo da atual
versdo do GRASP com um procedimento de reconexao por caminhos (path-relinking)
conforme Resende e Ribeiro (2016), bem como a incorporagao de estratégias de
busca local mais sofisticadas. Além disso, vislumbra-se o desenvolvimento de uma
versao paralelizada do algoritmo, de modo a explorar seu potencial em arquiteturas
de processamento de alto desempenho, ampliando a aplicabilidade e a eficiéncia da

abordagem proposta para instancias de maior dimensao.
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